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Einleitung

Der vorliegende Aufgabenkatalog ist das Ergebnis eines Kooperationsprozesses zwischen Vertre-
terinnen und Vertretern aus Schulen und Hochschulen Schleswig-Holsteins. In einem zweijéhrigen
Prozess haben sich Hochschullehrende aus MINT-Studiengéngen von Hochschulen in Schleswig-
Holstein und Mathematiklehrkrifte von allgemeinbildenden und beruflichen Gymnasien sowie
von Gemeinschaftsschulen ausgetauscht und dazu abgestimmt, welche mathematischen Lern-
voraussetzungen einerseits fiir den Beginn eines MINT-Studiums in Schleswig-Holstein erwartet
werden und andererseits im Rahmen des Mathematikunterrichts erworben werden kénnen. Der
Kooperationsprozess wurde vom Ministerium fiir Bildung, Wissenschaft und Kultur, dem Insti-
tut fiir Qualitdtsentwicklung an Schulen Schleswig-Holstein (IQSH) sowie dem IPN — Leibniz-
Institut fur die Pddagogik der Naturwissenschaften und Mathematik organisiert und finanziell
unterstitzt.

Ausgangspunkt der gemeinsamen Arbeit war ein Katalog an mathematischen Lernvoraussetzun-
gen, der in der bundesweiten Befragung von Hochschullehrenden fiir MINT-Studiengénge ent-
standen ist (Studie MaLeMINT! — Mathematische Lernvoraussetzungen fiir ein MINT-Studium).
In der gemeinsamen Arbeit von Schulen und Hochschulen wurden diese Lernvoraussetzungen auf
ihre Passung fiir Schleswig-Holstein tiberpriift und durch konkrete Aufgabenbeispiele illustriert.
Das Ergebnis ist der vorliegende Katalog bestehend aus Lernvoraussetzungen, Aufgaben und
Aufgabenlosungen. Dieser Katalog soll dazu dienen, Studienanfdngerinnen und Studienanfinger
auf die mathematischen Herausforderungen beim Ubergang von der Schule in ein MINT-Studium
in Schleswig-Holstein vorzubereiten und sie dabei zu unterstiitzen. Dabei sind folgende Aspekte
hervorzuheben:

e Schiilerinnen und Schiiler, die sich fiir ein MINT-Studium interessieren, erhalten durch den
Katalog eine Orientierung, welche mathematischen Lernvoraussetzungen sie fiir ein Stu-
dium in Schleswig-Holstein mitbringen sollen. Die Aufgaben kénnen dabei als Selbsttest
oder zur Auffrischung verwendet werden, um sich auf das Studium vorzubereiten. Mogli-
cherweise vorhandene Wissensliicken kénnen so noch vor Studienbeginn gezielt geschlossen
werden.

e Mathematiklehrkréften an Schulen dient der Katalog zur Information, welche mathema-
tischen Lernvoraussetzungen Hochschulen in Schleswig-Holstein fiir ein MINT-Studium
konkret erwarten. Alle Aufgaben in dem Katalog sind durch die Fachanforderungen Ma-
thematik (erhohtes Anforderungsniveau) abgedeckt.? Lehrkrifte kénnen interessierte Schii-
lerinnen und Schiiler direkt auf den Aufgabenkatalog hinweisen und diese so bei der Stu-
dienvorbereitung unterstiitzen. Auch kann der Katalog als Inspiration fiir die Gestaltung
des Mathematikunterrichts genutzt werden.

e Lehrenden in MINT-Studiengéingen an Hochschulen in Schleswig-Holstein dient der Kata-
log einerseits als Orientierung, welche mathematischen Lernvoraussetzungen sie von Stu-

'Zu finden unter https://www.ipn.uni-kiel.de/malemint

2Hierbei gibt es wenige Ausnahmen fiir Berufliche Gymnasien, bei denen die folgenden Lernvoraussetzungen
nicht durch die Fachanforderungen bzw. Lehrpldne abgedeckt sind: 1.36 Logarithmusfunktion, 1.37 Polarko-
ordinaten, 2.1 Propddeutisch mit Folgen umgehen, 2.24 Substitutionsregel, 2.25 Partielle Integration, 3.11
Analytische Beschreibung bzw. Darstellung von Kreis und Kugel in Ebene und Raum, 4.1 Abzéhlende Kom-
binatorik. Schiilerinnen und Schiilern von Beruflichen Gymnasien wird empfohlen, sich vor Studienbeginn zu
informieren, ob Kenntnisse iiber diese Lernvoraussetzungen fiir ihren gewiinschten Studiengang vorausgesetzt
werden.
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dienanfingerinnen und Studienanfingern erwarten kénnen. Andererseits wird im Katalog
auch deutlich, welche Lernvoraussetzungen nicht unbedingt im Mathematikunterricht be-
handelt worden sind und somit an der Hochschule noch erworben werden miissen. Hoch-
schulen kénnen auf den Aufgabenkatalog auch im Rahmen der Studienberatung hinweisen
und so Studieninteressierten die Moglichkeit bieten, sich mithilfe des Aufgabenkataloges
und anderer Unterstiitzungsmafinahmen gezielt auf das Studium vorzubereiten. Dabei kon-
nen je nach MINT-Fach bzw. Hochschule auch Anpassungen fiir einzelne Studiengénge
vorgenommen werden.

Im Rahmen der Begleitforschung , MaLeMINT-Implementation® wurde im Wintersemester 2019/
2020 ein GroBteil der Aufgaben mit Hilfe von Studienanfingerinnen und Studienanfdngern in
MINT-Studiengdngen der Christian- Albrechts-Universitit zu Kiel evaluiert. Es zeigten sich dabei
deutliche Zusammenhénge zwischen dem durch die Aufgaben abgedeckten Wissen und Kénnen
und dem Studienerfolg in mathematischen Lehrveranstaltungen des ersten Semesters.

Der Aufgabenkatalog ist das Ergebnis eines Gemeinschaftsprojekts von Mathematiklehrkréaften
und Hochschullehrenden, unterstiitzt von Vertreterinnen und Vertretern des Ministeriums fiir
Bildung, Wissenschaft und Kultur, des IQSH, des SHIBB? und des IPN. Damit haben sich alle
fiir den Ubergang Schule-Hochschule relevanten Institutionen in Schleswig-Holstein gemeinsam
auf den Weg gemacht, um Studienanfingerinnen und Studienanfénger zu Beginn eines neuen
Lebensabschnitts zu unterstiitzen. Die Beteiligten hoffen, dass der Aufgabenkatalog Studienin-
teressierten eine gute und zielgerichtete Vorbereitung auf den Einstieg in ein MINT-Studium in
Schleswig-Holstein ermdglicht, damit sie sich in ihrem ersten Semester von der Faszination des
gewahlten MINT-Faches begeistern lassen kénnen.

3Das SHIBB (Schleswig-Holsteinisches Institut fiir Berufliche Bildung) wurde erst nach Start des Projektes als
eigenes Institut gegriindet. Die zugehorigen Mitarbeiterinnen und Mitarbeiter, die das Projekt unterstiitzt
haben, waren zu Beginn des Projektes noch dem IQSH zugeordnet.



Hinweise zur Struktur und Nutzung des
Aufgabenkatalogs

Hier finden Sie im Uberblick einige Hinweise zum Aufbau und zur Nutzung des Aufgabenkata-

logs.

Der Aufgabenkatalog ist in zwei Teile gegliedert. Im ersten Teil sind zu jeder mathe-
matischen Lernvoraussetzung eine oder mehrere Aufgaben formuliert worden. Zu diesen
Aufgaben finden sich im zweiten Teil zugehorige Losungsvorschlige. Die Uberschriften zu
den Aufgaben und Loésungen geben jeweils an, welche Lernvoraussetzung mit der Aufgabe
illustriert wird.

Sofern nicht anders angegeben, sollen die Aufgaben ohne Taschenrechner oder Computer
gelost werden.

Alle Aufgaben stellen Beispielaufgaben zu den jeweiligen Lernvoraussetzungen dar. Zu-
sammen mit den Losungen illustrieren die Aufgaben, was unter der Lernvoraussetzung zu
verstehen ist und welcher Erwartungshorizont angelegt wird. Selbstversténdlich kann man
auch andere Aufgaben zu jeder Lernvoraussetzung entwickeln.

Es gibt einige Lernvoraussetzungen, die mit dem Zusatz ,,Diese Lernvoraussetzung wird auf
erhohtem Niveau erwartet“ versehen sind und iiber grundlegendes Wissen bzw. Routinean-
wendungen hinausgehen. Dieses erhéhte Anforderungsniveau wird durch die dargestellten
Aufgaben abgedeckt.

Einige Lernvoraussetzungen, welche in der MaLLeMINT-Studie von Hochschullehrenden
erwartet wurden, sind nicht durch die Fachanforderungen Schleswig-Holsteins abgedeckt,
weil die Fachanforderungen auf den von der Kultusministerkonferenz beschlossenen ,,Bil-
dungsstandards fiir die Allgemeine Hochschulreife im Fach Mathematik“ basieren, die
Grundlage fir die Lehrpléne der Lander und das ldnderiibergreifende Abitur sind. Die-
se Lernvoraussetzungen sind im Aufgabenkatalog zur Information fiir Hochschullehrende
enthalten und in griiner Schrift dargestellt. Sie sind nicht durch Aufgaben konkretisiert. So-
fern diese Lernvoraussetzungen in einzelnen MINT-Studiengéngen vorausgesetzt werden,
werden sie an den Hochschulen in Vorkursen behandelt. Selbstversténdlich ist es nicht von
Nachteil, wenn Studieninteressierte Kenntnisse zu diesen Lernvoraussetzungen mit in das
Studium bringen.

Einige Aufgaben und Informationen wurden aus anderen Quellen iibernommen, die jeweils
angegeben sind. An dieser Stelle sei darauf verwiesen, dass mit dem cosh-Mindestanfor-
derungskatalog* aus Baden-Wiirttemberg und dem Basispapier Mathematik® aus Nieder-
sachsen auch fiir zwei andere Bundesldnder Aufgabenkataloge vorliegen, an denen Schulen
und Hochschulen gemeinsam gearbeitet haben.

Bei der Formulierung aller Aufgaben und Lésungen musste eine Abwéagung zwischen forma-
ler Strenge der Hochschulmathematik und Konventionen der Schulmathematik getroffen

‘http://cosh-mathe.de/materialien/ Alle Aufgaben, die aus dem cosh-Katalog entnommen wurden, beziehen
sich auf die Version cosh 2.0, welche 2014 veroffentlicht wurde.

Shttps://www.mint-in-niedersachsen.de/assets/MINT/Dokumente/IGeMa_Basispapier_Mathematik_MK_
MWK_190401 . pdf


http://cosh-mathe.de/materialien/
https://www.mint-in-niedersachsen.de/assets/MINT/Dokumente/IGeMa_Basispapier_Mathematik_MK_MWK_190401.pdf
https://www.mint-in-niedersachsen.de/assets/MINT/Dokumente/IGeMa_Basispapier_Mathematik_MK_MWK_190401.pdf
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werden. Da der Aufgabenkatalog sich auch an Studieninteressierte richtet, die mit der
formalen Strenge der Hochschulmathematik noch nicht vertraut sind, wurden an einigen
Stellen Formalitdten zugunsten der besseren Verstdandlichkeit fiir Studieninteressierte aus-
gespart und die Aufgaben entsprechend der Konventionen der Schulmathematik formuliert.

e Der vorliegende Aufgabenkatalog bezieht sich auf zwei zentrale Bereiche von erwarteten
Lernvoraussetzungen und zwar auf die Bereiche Mathematische Inhalte und Mathemati-
sche Arbeitstatigkeiten. In der MaLeMINT-Studie wurden noch zwei weitere Bereiche von
Lernvoraussetzungen identifiziert®, die zum einen Persénliche Merkmale (z.B. Durchhal-
tevermogen, Konzentrationsfahigkeit) und zum anderen Vorstellungen tiber das Wesen der
Mathematik (z.B. Beweisen ist eine zentrale Tétigkeit der Mathematik) umfassen. Diese
beiden Bereiche werden im Aufgabenkatalog nicht thematisiert, sind aber sicherlich auch
vorteilhaft fiir einen erfolgreichen Einstieg in ein MINT-Studium.

e Es sei angemerkt, dass sich die mathematischen Anforderungen der verschiedenen MINT-
Studiengénge in Schleswig-Holstein unterscheiden kénnen und bei einigen Studiengéngen
gof. geringer ausfallen. Auch wenn fiir diese Studiengénge nicht alle im Aufgabenkata-
log abgebildeten Lernvoraussetzungen fiir den Studieneinstieg notwendig sind, so ist ein
,mehr“ an mathematischem Wissen und Kénnen immer von Vorteil. Aktuelle Informatio-
nen dazu gibt es bei den Studienberatungen fiir die MINT-Studiengéinge an den jeweiligen
Hochschulen.

Schliefllich noch ein wichtiger Hinweis an Studieninteressierte: Bitte lassen Sie sich durch den
umfangreichen Aufgabenkatalog nicht abschrecken. Die dargestellten mathematischen Inhalte
und Arbeitstitigkeiten haben Sie so oder so dhnlich bereits in der Schule kennengelernt. Sehen
Sie sich die Aufgaben genau an und frischen Sie Thr Wissen wieder auf. Je mehr der Aufgaben
und ihrer Losungen Sie verstanden haben, umso besser sind Sie auf das gewahlte MINT-Studium
vorbereitet. Falls Sie aufgrund des Katalogs zweifeln, ob ein MINT-Studium die richtige Entschei-
dung fiir Sie ist, fragen Sie Thre Lehrkréfte und nutzen Sie gerne die Angebote der zustdndigen
Studienberatung an den Hochschulen.

6s. MaLeMINT-Broschiire auf https://www.ipn.uni-kiel.de/malemint
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1. Mathematische Inhalte: Grundlagen

Mengen und Zahlen

1.1. Mengen, Mengendarstellungen und Mengenoperationen

a) Welche Elemente bzw. Zahlen werden durch x dargestellt? Formulieren Sie in Worten.
(i) 2 € {a; b; ¢; d} N {b; d; €; [}
(ii) z € [0; 1,5]
(iii) = € R\ {0; 2}
(iv) z e R\ [-1;1]
b) Markieren Sie auf der Zahlengeraden die Menge
A= {x € Rjz > 5}
(d.h. Menge der reellen Zahlen z, fir die gilt x > 5) sowie
B={zxeRjz<T}
(d.h. Menge der reellen Zahlen z, fir die gilt x < 7).

Markieren Sie weiter AN B und A U B.

c¢) Notieren Sie in Mengenschreibweise:
(i) Die reelle Zahl s ist groBer oder gleich 5 und kleiner oder gleich 7.
(ii) Die Zahl 5 gehort nicht zu den einstelligen geraden Zahlen.

(iii) Die Definitionsmenge Dy der Funktion g besteht aus allen reellen Zahlen, die gréfier als
1 sind.

(iv) Die reelle Funktion f hat 2 als einzige Definitionsliicke.

1.2. Rationale, reelle Zahlen (inkl. elementarer Eigenschaften)

a) Nennen Sie fiinf Zahlen zwischen 1 und 1,3.

)

b) Nennen Sie fiinf Zahlen zwischen % und %
)
)

¢) Nennen Sie fiinf reelle Zahlen, die sich nicht als Bruch zweier ganzer Zahlen darstellen lassen.
d) Kreuzen Sie alle Zahlenmengen an, zu denen die folgenden Zahlen gehoren.
R|Q|Z|N
2
3
4
NG
—7
0
m+1




1. Mathematische Inhalte: Grundlagen 3

1.3. GroBenvorstellungen zu Standardbeispielen reeller Zahlen

Im Folgenden sind Naherungswerte verschiedener reeller Zahlen angegeben.
Ordnen Sie die Zahlen der linken Spalte ihrem auf die zweite Nachkommastelle gerundeten Wert
in der rechten Spalte zu.

e O O 3,87

2w O O 2,72
sin(90°) O O 0,00
3 O O 6,28
In(1) O O 1,00
V15 O O 0,33

1.4. Zahlengerade als Reprasentationsform fiir Zahlen

a) Markieren Sie die folgenden Zahlen auf der Zahlengeraden:

3 3 4
e; m 2m VIT, 0 2 -5 —=; 21

b) Betrachten Sie die Menge {2;4} und das reelle Intervall [2;4]. Kreuzen Sie an, wozu die fol-
genden Zahlen gehoren:

{2;4}  [2:4]
1 O O
2 O O
21 O O
3 Od Od
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1.5. Technik fiir Zahlenvergleiche

‘Diese Lernvoraussetzung wird auf erhéhtem Niveau erwartet.

a) Begriinden Sie
900 < 312 < 1600.

b) Entscheiden und begriinden Sie, welche Zahl grofer ist:

(i) 2 oder 2,

5
(ii) = oder +x.
. . . 99 2 . .
¢) (i) Begriinden Sie, dass (H) zwischen 4 und 9 liegt.

(ii) Untersuchen Sie, zwischen welchen aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen /150 liegt.
‘Quelle: cosh (20) ‘

1.6. Teilbarkeit einschlieBlich ggT, kgV und Primfaktorzerlegung

a) Entscheiden Sie, ob 6006 jeweils durch 2; 3; 5 oder 9 teilbar ist, und begriinden Sie Ihre
Entscheidung.

b) Addieren Sie % und .

c¢) Berechnen Sie den grofiten gemeinsamen Teiler (ggT) und das kleinste gemeinsame Vielfache
(kgV) der Zahlen 117 und 143.

L L7

d) Kiirzen Sie den Bruch 1.

1.7. Rechnen mit MaBeinheiten
a) Berechnen Sie:
(i) 6,7t —34kg — 12000 g
(ii) 24m-7cm+ 4dm - 6 cm
(iii) 6000 cm? + 5/

b) Rechnen Sie 30 kTm in & um.

1.8. Komplexe Zahlen (inkl. elementarer Eigenschaften)

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhohtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fiir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.
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Variablen und Terme

1.9. Elementare algebraische Regeln

’Diese Lernvoraussetzung wird auf erhéhtem Niveau erwartet.

a) Klammern Sie so weit wie moglich aus:
(i) a — 3ab — 4a®
(i) e®z? — 3z - e”

| Quelle: cosh (22), (23), (30) |

b) Vereinfachen Sie so weit wie moglich:
(i) 3(x +3)%2 —2z(z — 1) — (v — 4)*
(ii) = (=+c—(5-(+3))
on 4-a-b+6-a
W) S rnT1
(iv) 3ab— (b(a —2) + 4b)

a®-b ’ a-b? 4
) <d3> <2d2>

’Quelle: cosh (22), (23), (30) ‘

1.10. Bruchrechnung und Umgang mit Bruchtermen

’Diese Lernvoraussetzung wird auf erhéhtem Niveau erwartet. ‘

a) Fassen Sie den Ausdruck

1
+z—1
z+1
zu einem Bruch zusammen.
’Quelle: cosh (29) ‘
b) Berechnen Sie ohne Taschenrechner
3-4
7
16

[\
—_
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1.11. Prozentrechnung, Proportionalitdt und Dreisatz

‘Diese Lernvoraussetzung wird auf erhéhtem Niveau erwartet. ‘

a) Ein Kreissektor fiillt 30 % der Fliache eines Kreises aus. Berechnen Sie den Mittelpunktswin-
kel.

‘Quelle: cosh (33) ‘

b) Angenommen, eineinhalb Hithner legen in eineinhalb Tagen genau eineinhalb Eier. Ermitteln
Sie, wie viele Eier dann sieben Hiihner in sechs Tagen legen.

‘Quelle: 55. Mathematik-Olympiade, Aufgabe 550711 ‘

¢) Ein Mol Wasserstoffgas (Hy) wiegt 2 g, ein Mol Sauerstoffgas (O2) wiegt 32¢g und ein Mol
Wasser (H2O) wiegt 18 g.
Berechnen Sie, wie viel g Wasserstoffgas und wie viel g Sauerstoffgas bendtigt werden, um
daraus 20 g Wasser herzustellen.

d) Es werden 200m/¢ einer Losung mit 1% Wirkstoffanteil mit 300 m¢ einer Losung mit 2 %
Wirkstoffanteil vermischt.
Berechnen Sie den Wirkstoffanteil dieser Mischung.

e) Kreuzen Sie an: Eine reelle Funktion f ist genau dann proportional, wenn...

wahr | falsch

..%:cmitceR\{O}gﬂt. O O

. f(x)=m-z+bmit m, b > 0 gilt.

O O
.. der Graph von f eine Ursprungsgerade ist. O O
.. der Graph von f die Winkelhalbierende O O

des I. Quadranten ist.
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(Un-)Gleichungen in einer Variablen und lineare Gleichungssysteme

1.12. Aquivalenzumformung und Implikation
Begriinden Sie, zwischen welchen Zeilen keine Aquivalenzumformung vorliegt:
3(x+2)? =27
(z+2)*=9
(z+2)=V9
rT+2=3

r=1

1.13. Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

Betrachten Sie die Gleichung
(z+2)* = a.

Begriinden Sie, fiir welche Werte von a diese Gleichung keine/eine/zwei reelle Losungen hat und
bestimmen Sie ggf. die Losung(en).

1.14. Lineare und quadratische Gleichungen

’Diese Lernvoraussetzung wird auf erhéhtem Niveau erwartet. ‘

a) Bestimmen Sie jeweils die Losungsmenge der quadratischen Gleichungen:
(i) 0=a?+22r+1
(ii) 0 =22 — 5z +6
(iii) 0 =22 —4x +5

b) Entscheiden Sie, fiir welche a die quadratische Gleichung eine reelle Losung hat und begriin-
den Sie Thre Entscheidung.

0=2a%+4x + 2a

c) Gegeben sind zwei Elektro-Roller Sharing-Tarife.
Tarif A: 10€ monatliche Grundgebiihr und 9 ct pro Fahrminute
Tarif B: keine Grundgebiihr und 19 ct pro Fahrminute

Entscheiden Sie, ab welcher monatlichen Fahrleistung Tarif A giinstiger ist und begriinden
Sie Thre Entscheidung.
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1.15. Potenz- und Wurzelgleichungen (inkl. Rechenregeln)

a) Berechnen Sie:
(i) 318 . 316

(ii) 26 (%)5

(iii) /81
(iv) 2%°

b) Losen Sie die folgenden Gleichungen nach x auf:

(i) 272 =3 mitz #0

a3 =27
2 _

¢) Geben Sie an, fiir welche natiirlichen Zahlen n die Ungleichung
27" < 0,01
gilt.

. 3n
d) Vereinfachen Sie so weit wie moglich (\3/3) .

1.16. Betragsgleichungen
Bestimmen Sie jeweils die Losungsmenge:
a) l[x—3]=2

b) [2z-3]=5

1.17. Exponential- und Logarithmusgleichungen
Bestimmen Sie die Losungsmengen der folgenden Gleichungen:

a) (22 —4)e%* =0

b) In(2x —3) =0

c) e =2
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1.18. Gleichungen mit trigonometrischen Funktionen
a) Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung

cos(2x) = 1 mit x € [0; 27].

b) Begriinden Sie mit Hilfe des Einheitskreises, dass fiir jeden Winkel o € R gilt

cos®(a) +sin?(a) = 1.
c) i) Bestimmen Sie den groftmoglichen Definitionsbereich Dy der Funktion

f(x) =1+ tan?(z).
ii) Zeigen Sie, dass fiir alle z-Werte des Definitionsbereiches gilt

1

1 -+ tan2(flf) = M

1.19. Lineare und quadratische Ungleichungen

a) Fir welche z € R gilt 3z — 7 > 2 + 527

’Quelle: cosh (43) ‘

b) Fiir welche x € R gilt 22 — 22 < 37

(Tipp: Ersetzen Sie zunichst ,< “durch ,= “!)

’Quelle: cosh (44) ‘

c) Fir welche z € R gilt:
(i) 22 <4?
(i) 2% > 4?

1.20. Ungleichungen mit Betragen

a) Bestimmen Sie die Losungsmenge:
(i) |z —3] <2
(ii)) |22 —3|>5
(Tipp: Stellen Sie den Sachverhalt grafisch dar!)

’Quelle: cosh (45) ‘

b) Geben Sie an, fiir welche x € R die folgende Ungleichung erfiillt ist:
|3x — 6] < x+ 2.

(Tipp: Stellen Sie den Sachverhalt grafisch dar!)

’Quelle: cosh (5)(b) ‘
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1.21. Lineare Gleichungssysteme mit bis zu drei Unbekannten (ohne
Matrixdarstellung)

a) Kreuzen Sie an, welche der folgenden Gleichungssysteme linear sind.

Gleichungssystem linear | nicht linear
L1 r+ y=1
(i)

I y— 2=z
1 cy=>5

(ii) ey
II 2z24+3y=7
I d’z+1=7
I 3z—y=5

b) Bestimmen Sie die Losung des folgenden linearen Gleichungssystems:

I z+y=1
II y—2==z

1.22. Lineare Gleichungssysteme: Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen (ohne Matrixdarstellung)

Priifen Sie, ob das folgende Gleichungssystem losbar ist:

1 r+3y+2z2=1
I 20 +4y + 4z =2
111 3z +5y+62=4

Elementare Geometrie

1.23. Geometrische Konstruktionen von Dreiecken bzw. im Dreieck

a) Konstruieren Sie ein gleichschenkliges Dreieck ABC mit einer Hohe h. = 8 cm {iber der Basis
AB mit der Linge 12 cm.

b) Konstruieren Sie den Inkreismittelpunkt des Dreiecks aus a).

c¢) Konstruieren Sie alle moglichen Dreiecke mit den Seitenldngen ¢ = 3 ¢cm und b = 2 cm, wobei
der b gegeniiberliegende Winkel die Gréfle S = 30° habe.

1.24. Satz des Pythagoras und Satze am Kreis (z. B. Satz des
Thales)

a) Formulieren Sie ohne Verwendung von Variablen und ohne Verweis auf eine Zeichnung
(i) den Satz des Thales,

(ii) den Satz des Pythagoras.

b) Uberpriifen Sie, ob das folgende Dreieck mit den gegebenen Seitenlingen rechtwinklig ist:
a=10cm,b=12cm,c = 15cm.
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1.25. Trigonometrie (inkl. Sinus- und Kosinussatz)

a) Kreuzen Sie an, welche Gleichungen richtig sind:

—+
o
B
~ |~ |
sy
~— [— [~
Qe | oISl

b) Zeigen Sie, dass der Satz des Pythagoras ein Spezialfall des Kosinussatzes ist.

¢) Nach dem Kongruenzsatz SSS ist ein Dreieck eindeutig bestimmt, wenn die Langen der drei
Seiten a, b und ¢ bekannt sind. Zeigen Sie mit Hilfe des Sinus- oder des Kosinussatzes, dass
in diesem Fall die Groflen der drei Winkel berechnet werden kénnen.
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1.26. Berechnung von WinkelgroBen, Langen und Flacheninhalten
bzw. Volumina bei einfachen Flachen- bzw. Korperformen
(z. B. Dreieck, Viereckstypen, Kreis, Pyramiden, Zylinder,
Kugel)

a) Welche der folgenden Aussagen iiber Winkel sind stets korrekt?
(i) Die Summe zweier Nebenwinkel ist 180°.
(ii) Stufenwinkel sind gleich gro8.
(iii) Scheitelwinkel sind gleich grof.
(iv) Wechselwinkel sind gleich grof.
’Quelle: cosh (51) ‘

b) Berechnen Sie den Oberflicheninhalt und das Volumen eines Zylinders mit dem Durchmesser
4cm und der Hohe 8 cm.

’Quelle: cosh (52) ‘

c) Gegeben sei eine quadratische Pyramide mit dem Volumen 60cm? und der Hohe 6 cm. Be-
rechnen Sie die Lange der Grundseite und den Inhalt der Grundfliche.

’Quelle: cosh (53) ‘

d) Ein gleichseitiges Dreieck der Seitenlinge 10 cm wird um eine der Symmetrieachsen gedreht.
Welches Volumen und welchen Oberflécheninhalt hat der erzeugte Rotationskérper?

’Quelle: cosh (54) ‘

e) Eine 4m lange Leiter wird in einer Hohe von 3 m an eine Hauswand gelehnt. Welchen Winkel
« schliefit die Leiter mit dem Boden ein?

’Quelle: cosh (57) ‘
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1.27. Kongruenz und Ahnlichkeit (und zugehédrige Abbildungen)
a) Gegeben sind zwei Dreiecke mit den Innenwinkeln gy, 81, v1 und s, B2, ¥2. Es gilt
o =g, B =Pa.

Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen unter diesen Voraussetzungen immer wahr sind:

(i) Die Dreiecke sind dhnlich.
(ii

) Die Dreiecke sind kongruent.
(iii) Die Dreiecke haben den gleichen Flécheninhalt.
)

b) (i) Spiegeln Sie das Dreieck an der abgebildeten Achse.

(ii) Drehen Sie das Dreieck um den angegebenen Drehpunkt um 180°.
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(iii) Stellen Sie eine Verschiebung des Dreiecks um 5 Einheiten nach rechts und 2 Einheiten
nach oben dar. Eine Einheit entspricht der Seitenldnge eines Késtchens.

¢) Formulieren Sie die vier Kongruenzsitze.

d) Aus einem Dreieck entsteht auf Basis des Ahnlichkeitsfaktors (Streckfaktor) k = 2 ein neu-
es Dreieck. Vergleichen Sie die beiden Dreiecke und beschreiben Sie, in welcher Beziehung
die Seitenldngen, Winkelgréflen und der Flécheninhalt des neuen Dreiecks zu denen des ur-
spriinglichen Dreiecks stehen.
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1.28. Strahlensatze

Die Geraden g und h sind parallel. Entscheiden Sie, welche Gleichungen fiir die Streckenldngen
a, b, c,d, e richtig und welche falsch sind.

richtig | falsch
b _ ¢
Pl O |
b _ d
il O g
b__d
c=7 ) O
e __ a
c=19 m) O

1.29. Kreisgleichung (z — a)® + (y — b)* = r?

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhohtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fiir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.
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Funktionen

1.30. Begriff/Definition einer Funktion

Entscheiden Sie, welcher der folgenden Graphen eine reelle Funktion darstellt.

3%

2) Yy
2,,
1,,
T ‘ X
5 9 1 1 2 3 4 5
1
_2,,
3l 3
3) Y
3,,
9
‘ X
9 —/{ 1 2 3 4 5 6 7
_1,,

1.31. Definitionsmenge und Wertemenge

a) Geben Sie die Wertemenge der Funktion f mit f(z) = 22 — 1 (z € R) an.

b) Nennen Sie mindestens eine reelle Zahl, die Sie in die Funktion f(z) = /x nicht einsetzen
diirfen.
¢) Gegeben ist die Funktion f mit f(z) = va? — 1.
(i) Geben Sie drei reelle Zahlen fiir x an, fiir die f(x) nicht definiert ist.

(ii) Geben Sie die grofitmogliche Menge aller reellen Zahlen an, fiir die f(x) so definiert
werden kann (Definitionsmenge).
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1.32. Reprasentation von Funktionen (Tabelle, Graph, Gleichung)

a) Gegeben sei die reelle Funktion f mit f(z) = 2. Ergénzen Sie die Wertetabelle und skizzie-
ren Sie den zugehorigen Graphen von f.

T

[ S R S S NG
S Y S A SN S

1] 12345
b) Gegeben sei folgende Wertetabelle einer reellen Funktion g. Geben Sie eine mogliche Funkti-
onsgleichung an und skizzieren Sie den zugehoérigen Graphen von g.

Y
| S
T ) 3 Tz

*0 .

¢) Gegeben sei der folgende Graph einer reellen Funktion h. Ergénzen Sie die Wertetabelle und
geben Sie eine mogliche Funktionsgleichung an.

— ol

hz)=___
o1
7,,
6,,
v |2 -§|-1|-Flo|5[1]§]2 il
I 3|
2,,
: z
—2—-1 1 2
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1.33. Transformation von Funktionen (Spiegelung, Verschiebung,
Streckung/Stauchung) an Funktionsgraph und -gleichung

a) Der Graph der reellen Funktion f mit f(z) = 22 soll um 3 Lingeneinheiten nach rechts und
um 2 Léngeneinheiten nach unten verschoben werden. Geben Sie die Funktionsgleichung des
verschobenen Funktionsgraphen an.

b) Gegeben sei die reelle Funktion f mit f(z) = 2? + Jx + 2. Kreuzen Sie an, aus welcher
Transformation der Funktion f sich die folgenden Funktionen ergeben (es kann auch eine
Kombination aus mehreren Transformationen sein).

g(z) = | g2(x) = | g3(z) = g4(z) =
fl@)+3 ] f(—22) | 3f(z)—5 | =3f(z+4)

in z-Richt
Stauchung e Chting

in y-Richtung

in z-Richt
Streckung e chting

in y-Richtung

. an z-Achse
Spiegelung

an y-Achse

oben

Verschiebung nach unten ‘ ‘ ‘ ‘

rechts ‘ ‘ ‘ ‘

e | |||
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1.34. Lineare und quadratische Funktionen

‘Diese Lernvoraussetzung wird auf erhéhtem Niveau erwartet.

a) Priifen Sie, ob die Messpunkte einem linearen Zusammenhang unterliegen konnen. Geben Sie

dazu ggf. eine Funktionsgleichung an.

Yy
5 °
41
3+ °
2@
1,,
| i
-1 1 2 3 4 5 6

b) Dargestellt ist der Graph einer quadratischen Funktion f. Geben Sie deren Funktionsglei-

chung an.

= [\&) w = ot
| | | | |
T T T T

444322—\\1\/1 2 3 4

1.35. Potenz- und Wurzelfunktion

a) Gegeben sei die reelle Funktion f mit f(z) = 2", wobei n € N gerade ist. Begriinden oder

widerlegen Sie:
Der Graph zu f(z) geht durch den Punkt P(—1|1).

b) Gegeben sei die Funktion g mit g(z) = v/3z — 6. Bestimmen Sie die groStmogliche reelle

Definitionsmenge, die Wertemenge sowie alle Nullstellen von g.
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1.36. Exponential- und Logarithmusfunktionen

Ordnen Sie die Funktionsterme den Graphen zu.
Graph
Funktionsterm | 1 |2 (3|4 |5 |6 |7

Anmerkung: Die Logarithmusfunktion ist nicht in den Fachanforderungen fiir Berufliche Gym-
nasien enthalten. Schiilerinnen und Schiilern von Beruflichen Gymnasien wird empfohlen, sich
vor Studienbeginn zu informieren, ob Kenntnisse iiber die Logarithmusfunktion fiir ihren ge-
wiinschten Studiengang vorausgesetzt werden.



1. Mathematische Inhalte: Grundlagen 21

1.37. Trigonometrische Funktionen (inkl. BogenmaB, Kenntnisse
spezieller Funktionswerte, Polarkoordinaten)

a) In einer Aufgabe sollen Sie eine trigonometrische Berechnung zum abgebildeten Dreieck
durchfithren. Kreuzen Sie an, welche Einstellung Sie dazu an Threm Taschenrechner wéh-
len miissen.

| @ bZW. 0° °
5 [®) baw. Rad] sens

b) Betrachten Sie das folgende Dreieck:

(i) Gegeben seien a und a. Geben Sie an, wie Sie daraus b bestimmen konnen.

(ii) Gegeben seien a und c. Geben Sie an, wie Sie daraus a bestimmen kénnen.

c¢) Geben Sie a, d und ¢ an.

60°
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d) Ergénzen Sie die fehlenden Werte:

sin cos tan
0°
30° V3
45°
60° V3
90° nicht definiert

Betrachten Sie den obigen Graphen. Geben Sie dazu eine mogliche Funktionsgleichung an.

Anmerkung: Polarkoordinaten sind nicht in den Fachanforderungen fiir Berufliche Gymnasi-
en enthalten. Schiilerinnen und Schiilern von Beruflichen Gymnasien wird empfohlen, sich vor
Studienbeginn zu informieren, ob Kenntnisse iiber Polarkoordinaten fiir ihren gewiinschten Stu-

diengang vorausgesetzt werden.
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1.38. Verkettung von Funktionen

Gegeben seien die reellen Funktionen f und g mit f(z) = sin(x) und g(x) = 2?4 2z. Bestimmen
Sie die Funktionsgleichungen fiir

1.39. Symmetrie

a) Kreuzen Sie an, welche der folgenden reellen Funktionen f mit f # 0 achsensymmetrisch zur
y-Achse oder punktsymmetrisch zum Ursprung sind.

achsen- punkt- keine
Funktion f mit der symmetrisch | symmetrisch Aussage

folgenden Eigenschaft fiir alle z € R | (zur y-Achse) | (zum Ursprung) | moglich

flz) = f(=x)
f(x) = —f(=x)
f(z)=a

fir ein a € R\ {0}

flax) = af(x)
fir ein a € R\ {0}

b) Fiir eine reelle Funktion f gilt
flx) = f(—=x) fiir alle z € R.

Skizzieren Sie einen moglichen Funktionsgraphen.

1.40. Monotonie

Sei f eine reelle Funktion. Entscheiden Sie jeweils, ob die folgenden Aussagen wahr sind:
a) Wenn f’(x) > 0 fir alle € R gilt, dann ist f streng monoton steigend auf R.
b

Wenn f streng monoton steigend ist, dann ist f auch monoton steigend.

d

)
)
¢) Wenn f monoton steigend auf R ist, dann gilt f/'(z) > 0 fiir alle z € R.
) Wenn f monoton fallend ist, dann ist f auch streng monoton fallend.
)

e) Wenn f streng monoton steigend auf R ist, dann gilt f'(z) > 0 fir alle z € R.
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1.41. Nullstellen

a) Geben Sie jeweils eine Funktion an, die genau

(i) eine Nullstelle, (iv) keine Nullstelle,
(ii) zwei Nullstellen,
(iii) drei Nullstellen,

(v) unendlich viele Nullstellen

in R hat.

b) Bestimmen Sie die Nullstellen der reellen Funktion f mit

f(z) =2 — 222 + x.

¢) Geben Sie eine ganzrationale Funktion an, die genau die drei reellen Nullstellen
r1=-3,x0=—-1,235=2
hat.
d) Bestimmen Sie alle a € R, fiir die die reelle Funktion f mit
fz)=2*-2z+a

genau zwei Nullstellen hat.

1.42. Asymptotisches Verhalten von Funktionen

a) Gegeben sei die reelle Funktion f mit f(x) = 527 + 32° 4 222 4 4. Begriinden Sie ohne zu
rechnen oder zu zeichnen:
Der Graph von f schneidet die z-Achse mindestens einmal.

%
b) Beschreiben Sie das Verhalten von f(x) = e” fiir { el
T — —00

1.43. Polynome (Grad n), elementares Rechnen mit Polynomen
Gegeben seien die reellen Funktion f und g mit

f(z) = az* + d mit a,d € R,
g(z) = 32* + 227 +5.

Bestimmen Sie jeweils die Funktionsgleichung der Funktion « in der Form

w(z) = apz”™ + an_ 12"+ ..+ a1z + ag
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1.44. Polynomdivision

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhthtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fiir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.

1.45. Gebrochen-rationale Funktion

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhohtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fiir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.

1.46. Begriff der Umkehrfunktion inkl. zentraler Beispiele (Potenz-,
Waurzel-, Exponential- und Logarithmusfunktionen und
trigonometrische Funktionen)

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhohtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fiir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.

1.47. Funktionen mit Fallunterscheidung

a) Zeichnen Sie die Graphen folgender reeller Funktionen:

f(x)—{l fir x <0,

2+ 1 fir x > 0,

—r+1 firo<z<1,
g(z) =
1 sonst.

b) Geben Sie die Funktionsgleichung des abgebildeten Funktionsgraphen an.

)
4,,
3,,
2,,
o 1+ o
| T
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
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1.48. Funktionsscharen (Funktionen mit Parametern)
a) Gegeben sei die reelle Funktion p mit
p(z) =a(z —d)? +e

mit a, d, e € R.
(i) Beschreiben Sie jeweils den Einfluss der Parameter a, d und e.

(ii) Geben Sie d und e so an, dass sich der Scheitelpunkt in S(—3|2) befindet.

a:% aZ% a=1 a=2 6|

5 -4 -3 -2 1

Die Funktionsterme der hier dargestellten Graphen kénnen in einer allgemeinen Form darge-
stellt werden. Welche Darstellung trifft zu?

Kreuzen Sie an.

O flx)=2%+a

1.49. Funktionen mit mehreren Variablen

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhohtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.
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1.50. Bijektivitat, Surjektivitat und Injektivitat (von Funktionen)

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhthtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fiir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.
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Folgen und Reihen

2.1. Propadeutisch mit Folgen umgehen

a) Es sei die Folge a1 = 3, ag = 6, ag = 9, ... gegeben. Geben Sie mogliche Werte fur ayq, as
und ag und anschliefend einen Term fir a,, an.

b) Geben Sie an, welche Zahlen durch die folgende Vorschrift beschrieben werden:

by =1,
bn+1:bn+2 (nEN)

Anmerkung: Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen fiir Berufliche
Gymnasien enthalten. Schiilerinnen und Schiilern von Beruflichen Gymnasien wird empfoh-
len, sich vor Studienbeginn zu informieren, ob die Lernvoraussetzung fiir ihren gewiinschten
Studiengang vorausgesetzt wird.

2.2. Intuitives Grenzwertkonzept (z. B. = — a, ohne expliziten
Folgenbegriff) und Grenzwertbestimmung

Geben Sie an, wie sich jeweils die Funktion f verhélt:
2
a) f(a;):mmitxeﬂ%ﬁira?%oo,

b) f(n)=(-1)"mitneNfirn=1; 2; 3,....

‘Quelle: cosh (70) ‘

2.3. Arithmetische und geometrische Folgen

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhohtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fiir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.
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2.4. Bildungsvorschrift von Folgen (rekursiv, explizit)

a) Geben Sie einen Term a,, an, mit dem man die Anzahl der Punkte in der n-ten Zeile berechnen
kann.

1. Zeile
2. Zeile

3. Zeile

b) Die folgende Vorschrift definiert eine Zahlenfolge:

a1:1,

Apt+1 = Ap + 5 fir n € N.

Geben Sie ag an.

2.5. Formales Grenzwertkonzept (auf Basis von Folgen) und
Grenzwertbestimmung

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhohtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fiir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.

2.6. Propadeutischer Umgang mit Reihendarstellungen (als Folge
von Partialsummen)

a) Wir betrachten die Folge (a,) mit a, = n? + 3, n € N, sowie die Folge (s,) mit:

S1 = aq
So = a1 + az

S3 = a1+ az + ag

Sp=a1+azx+az+---+ay
Berechnen Sie ss.

b) Das Summenzeichen ) ist eine abkiirzende Schreibweise fiir Summen. Beispiel:

n
dDk=1+2+...4n

k=1
fir k,n € N.
Bestimmen Sie fiir die folgende Summe eine geeignete Darstellung unter Verwendung des
Summenzeichens:

12422433 4+4%2+ ... 4+100°
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2.7. Arithmetische und geometrische Reihe

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhthtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fiir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.

Stetigkeit, Differential- und Integralrechnung (Riemann-Integral)

2.8. Anschauliches Stetigkeitskonzept

Entscheiden Sie, welcher der Funktionsgraphen zu einer stetigen Funktion gehort.

Yy Yy
71 71
6 { 6 |
51 51 p
4 41
3| ! 3|
2| 2|
1 1
| | | | | | | | | ‘17 | | | | | | | | | ‘l’
~2-1| 1 23456738 ~2-1| 1 2345678
Yy
5,,
47 stetig nicht stetig
31 f O O
2 g O 0
Ly h O o
| | | | | | | ‘l'
—2-1 | 12345678

2.9. Formales Stetigkeitskonzept (z. B. als ¢ — 6—Definition oder
mittels Idee der Folgenstetigkeit)
Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhohtes Anforde-

rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fiir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.
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2.10. Konzeptuelles Verstandnis von Ableitung und Integral

a) Die folgende Darstellung zeigt, wie der Flacheninhalt zwischen einer Kurve und der z-Achse
im Bereich 0 < z < 8 ndherungsweise bestimmt werden kann.

Y
10 |

W = Tt & 3 00 ©
I I I I I I I
t t t t t t t

x

1] 123 456 78 910

(i) Erlautern Sie die Grundidee der Niherung.

(ii) Formulieren Sie einen Term zur Berechnung des Flacheninhalts auf Basis der dargestell-
ten Néaherung.

(iii) Bei dieser Ndherung gibt es eine Abweichung vom tatséchlichen Wert. Geben Sie an,
wie man den Fehler minimieren konnte.
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b) Im Bild wird der mittlere Zuwachs der reellen Funktion f mit f(x) = 0,122 + 1 zwischen
2o = 2 und zo + Ax = 8 mit Hilfe eines Steigungsdreiecks dargestellt.

Y

Ax

Ay = f(zo + Az) — f(z0)

xT

45 6 T 8

f(z)=0,12>+1

9 1 1 2 3

—1 4

9 10 11 12 13

(i) Es sei xg = 2. Vervollstédndigen Sie die folgende Tabelle:

Az | Ay = f(zo+ Az) — f(xo) | &Y
6 1
0,1
0,01
0,001

(ii) Erldutern Sie, wie das Steigungsdreieck verédndert werden muss, damit man fir o die

lokale Anderungsrate bestimmen kann.

A
(iii) Geben Sie den Wert an, gegen den die Steigung A—y strebt, wenn Az gegen 0 strebt.

x
Geben Sie die Bedeutung dieses Wertes im betrachteten Zusammenhang an.

2.11. Definition der Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit mit
formalem Grenzwertkonzept auf Basis von Folgen

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhohtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fiir ein MINT-

Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.
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2.12. Graphische Interpretation von Differenzierbarkeit

a) Entscheiden Sie, welche der Funktionsgraphen zu einer differenzierbaren Funktion gehoren.
Begriinden Sie Thre Entscheidung.

5,,

M

)

— NN W
| | |
T T T

X

-2-1 1

—= N W

1 23456738

D /w

-2-1/1

1 2345678

— N W e Ot
T

X

-2-1 1

1234567 8

b) Kennzeichnen Sie alle Stellen, an denen die Funktion & nicht differenzierbar ist.

= N W e Ot
A R AR R

Y

X

EERY

1 234567 89



2. Mathematische Inhalte: Analysis 34

2.13. Rechnerisches Differenzieren und Integrieren reeller
Funktionen

a) Geben Sie f'(z) an:

‘Quelle: cosh (74) und cosh (75) ‘

b) Geben Sie jeweils eine Stammfunktion F' an:
(i) f(z) =23 -322+5
(i) f(z) =25
(iii) f(z) =2e~ 2@
‘Quelle: cosh (82) ‘

3
c¢) Gegeben sei die reelle Funktion f mit f(z) = 2. Berechnen Sie f’(4) und / f(z)dx.
0

2.14. Anschauliche/graphische Beziehung zwischen Funktions- und
Ableitungsgraph

Betrachten Sie den folgenden Graph der Funktion f. Kreuzen Sie an, welcher Graph zu der
Ableitungsfunktion f’ gehort.
Yy

N W

brauner Graph 1
blauer Graph 2
griiner Graph 3

O o0ooao

roter Graph 4
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2.15. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
a) Berechnen Sie:

. 2 3

(i) /_1(295 +1)dz

us

(ii) /05(1 + cos(2x))dx

‘Quelle: cosh (83) ‘

b) Bestimmen Sie den Funktionsterm von F' mit

F(z) = /: (62 — 8t) at.

c) Gegeben seien die reellen Funktionen f und g mit
f(z) = —2* + 4 und g(z) = 22 + 1.

(i) Skizzieren Sie die Graphen der beiden Funktionen.

(ii) Berechnen Sie den Inhalt der Fliche, die der Graph von f zwischen den Nullstellen mit
der x-Achse einschlief3t.

(iii) Berechnen Sie den Inhalt der Fliche, die von den Graphen der Funktionen f und g
eingeschlossen wird.

‘Quelle: cosh (84) ‘

2.16. Definition und Bestimmung von Extrem- und Wendestellen
Gegeben sei die reelle Funktion f mit f(x) = 2% — 6z + 1.
a) Bestimmen Sie die Extrem- und Wendepunkte des Graphen von f.

b) Benennen Sie den Bereich, in welchem der Graph von f monoton fallend ist. Erldutern Sie
Ihr Vorgehen kurz.

‘Quelle: cosh (76) ‘

c¢) Kreuzen Sie jeweils an, ob die Aussage wahr oder falsch ist.

wahr | falsch

An jeder lokalen Maximalstelle dndert sich das Monotonieverhalten der
Funktion von streng monoton wachsend zu streng monoton fallend.

Eine Funktion hat immer an der Stelle ein Minimum, an der die Steigung
ihres Graphen am kleinsten ist.

Bei einer Wendestelle ist die Steigung des Graphen der Funktion immer
Null.

Bei einer Wendestelle hat die Steigung des Graphen der Funktion ein
lokales Maximum oder lokales Minimum.

Eine zweimal differenzierbare Funktion g mit g(z)” # 0 hat an der Stelle
x eine Extremstelle.
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2.17. Extremwertprobleme

Zwei Seiten eines Rechtecks liegen auf den positiven Koordinatenachsen und ein Eckpunkt auf
der Parabel mit f(z) = —0,2522 + 4. Bestimmen Sie die Seitenlingen dieses Rechtecks so, dass
der Umfang maximal wird und berechnen Sie diesen Umfang.

1

—1 1

| Quelle: cosh (78) |

2.18. Rotationsvolumen

Der dargestellte Teil des Graphen der linearen Funktion f rotiert um die x-Achse. Dadurch
entsteht ein sogenannter Rotationskorper.
Entscheiden Sie, welches der folgenden Integrale das Volumen dieses Rotationskdrper beschreibt.

4
e) | 72 da
0
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2.19. Begriff des Algorithmus

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhthtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fiir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.

2.20. Einfache Numerische Methoden (wie z. B. Trapezregel oder
Newtonverfahren)

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhoéhtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fiir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.

Differentiations- und Integrationsregeln

2.21. Potenz-, Faktor- und Summenregel (Differential- und
Integralrechnung)

a) Bestimmen Sie die Ableitung der reellen Funktion f mit f(r) = 3ar? mit a € R.
b) Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion f mit f(t) = % + v/t mit ¢ > 0.

c¢) Bestimmen Sie

S 2
/2 cos(z) dzx +/3 cos(z) dx.
0 5T

d) Ermitteln Sie eine Stammfunktion von f mit f(z) = cos(z) + 2z.

13
e) Ermitteln Sie eine Stammfunktion von f mit f(z) = —4.
T

f) Ermitteln Sie eine Stammfunktion von f mit f(x) = e % mit a € R.
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2.22. Produktregel (Differentialrechnung)

Bestimmen Sie die Ableitung der reellen Funktion f mit
f(z) = cos(x) - €”.

2.23. Kettenregel (Differentialrechnung)

Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion f mit:

a)

fz) =e* ! mit z € R
b)

f(x):x-er mit x € R

c)
fu(t) =t - In(k — £?) mit k> 0,¢t < Vk

2.24. Substitutionsregel (Integralrechnung)

a) Bestimmen Sie

/(x +4)° da.

/egx_2 dz.

Anmerkung: Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen fiir Berufliche Gym-
nasien enthalten. Schiilerinnen und Schiilern von Beruflichen Gymnasien wird empfohlen, sich
vor Studienbeginn zu informieren, ob die Lernvoraussetzung fiir ihren gewiinschten Studiengang
vorausgesetzt wird.

b) Bestimmen Sie

2.25. Partielle Integration (Integralrechnung)
a) Bestimmen Sie eine Stammfunktion der reellen Funktion f mit f(z) = x - sin(z).

b) (i) Gegeben sei die reelle Funktion g mit g(t) = t-e_%t, t € R. Geben Sie eine Stammfunk-

tion von g an.
3
/ g(t) dt.
0

Anmerkung: Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen fiir Berufliche Gym-
nasien enthalten. Schiilerinnen und Schiilern von Beruflichen Gymnasien wird empfohlen, sich
vor Studienbeginn zu informieren, ob die Lernvoraussetzung fiir ihren gewiinschten Studiengang
vorausgesetzt wird.

(ii) Berechnen Sie
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Vorstellungen von Ableitung und Integral

2.26. Ableitung als Tangentensteigung

a) Die folgende Abbildung zeigt den Graphen der Ableitungsfunktion f’ einer reellen Funktion
f. Beschreiben Sie den Verlauf des Graphen von f in der Umgebung der Stelle x = 0 sowie
in der Umgebung der Stelle x = 2.

3 r

Welche der folgenden Funktionen kommt fiir die zugehorige Funktion f in Frage? Kreuzen
Sie an.

-2 -1 1 2 3 4 5 6 7 -2 -1 1 2 3 4 5 6

O ja O nein O ja O nein
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2.27. Ableitung als lokale Anderungsrate

Der Verlauf der Anzahl der an Grippe erkrankten Menschen wihrend einer Grippewelle wird
mit Hilfe der reellen Funktion f beschrieben.

Skizzieren Sie den Graphen der Ableitungsfunktion f’ und erldutern Sie die Bedeutung der
Funktion f’ im Sachzusammenhang.

Kranke (Mio.)

Mpnate

2 -1 | 1 2 3 4 5 6 71

2.28. Ableitung als lokale lineare Approximation

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhohtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fiir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.

2.29. Bestimmtes Integral als orientierter Flacheninhalt
a) Berechnen Sie die bestimmten Integrale:

(i)

™

0

/:ﬂ sin(x)

2
/ sin(z) dzx
0

b) Berechnen Sie den Inhalt der Fliche zwischen dem Graphen der reellen Funktion f mit
f(z) = sin(x) und der z-Achse iiber dem Intervall [0; 27].

sin(z) dz
(i)
dz

(iii)
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2.30. Bestimmtes Integral als rekonstruierter Bestand aus
momentaner Anderungsrate

In ein leeres Becken ohne Abflussmoglichkeit flieft Wasser. Der Wasserzufluss in dieses Becken
wird durch die Funktion f mit

1
f(t) = —5152 +2t+1 fiirt €[0;9

beschrieben. Dabei gibt ¢ die Zeit in Stunden an und f(t) den Zufluss in st

a) Berechnen Sie die Wassermenge, die nach drei Stunden in diesem Becken ist.

b) Berechnen Sie die maximale Wassermenge, die im angegebenen Zeitintervall [0;9] in diesem
Becken ist.



3. Mathematische Inhalte: Lineare Algebra und
Analytische Geometrie

3.1. Vektoren als Pfeilklassen

Gegeben sind die Punkte A, B, C, D. Zeichnen Sie den Punkt F ein, fiir den gilt:

EF = AB+CD.

X3

X
X 1y
XQ

X

3.2. Komponentendarstellung von Vektoren im R?

Gegeben sind die Punkte A(1|4|—1), B(8|8|4) und C(4|4|3). Geben Sie einen Punkt D an, sodass
das Viereck ABC D ein Parallelogramm ist. Bestimmen Sie ebenso die Punkte F und F', sodass
ABEC und AFBC' ebenfalls Parallelogramme bilden.
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3.3. Elementare Operationen mit Vektoren (Addition,
Skalarmultiplikation, Skalarprodukt und Kreuzprodukt)

Gegeben sind die Vektoren @, ¥, @ € R3 und die reellen Zahlen r und t. Ergéinzen Sie die
folgende Tabelle durch Ankreuzen.

Vektor | Zahl | nicht definiert
UX U a O O
o VoW O O O
(@ —7) — (-7 +u) O O O
ixv+Z O o O
|| - (Vo @) O O O
(@ x @) — & O O m

’Quelle: Zentralabitur SH Probeklausur 2015 ‘

3.4. Skalarprodukt und Kreuzprodukt

2 4
a) Zeigen Sie, dass die Vektoren | 4| und [ 1 | zueinander orthogonal sind.
6 -2

b) Bestimmen Sie einen Vektor ¢, sodass die Vektoren aus a) und ¢ einen Quader aufspannen.

—2
¢) Bestimmen Sie den Winkel v, den die beiden Vektoren = | 2 | und b= | 3 | einschlie-
—6 —6
en.
3.5. Kollinearitat von Vektoren
Gegeben sind die folgenden Vektoren:
- 1 -3 0,5 -3 4
= b=|-3l,e=|9 |.d=|-15|.e=| 0|, f=]|-12
2 2 6 —1 4 8

a) Geben Sie an, welche der obigen Vektoren kollinear zueinander sind.

b) Zu einem der Vektoren ist kein kollinearer Vektor angegeben. Geben Sie zu diesem Vektor
einen kollinearen Vektor an.
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3.6. Linearkombination und lineare Abhangigkeit von Vektoren (iiber
Kollinearitat hinaus)

Die abgebildeten Vlerecke sind die von @ und b erzeugten Parallelogramme. Stellen Sie jeweils
die Vektoren ¢ und d mit Hilfe der Vektoren @ und b dar.

a) b)

C
a a

3.7. Matrizen, Matrizenaddition, Matrix-Vektor-Multiplikation (nur
2x2-Matrizen)

Matrizen und das Rechnen mit ihnen finden sich nicht in den Fachanforderungen des Landes
Schleswig-Holstein fiir allgemeinbildende Schulen (anders als in anderen Bundesldndern oder
auch in der beruflichen Bildung in Schleswig-Holstein). Diese Lernvoraussetzung wird daher
nicht fir ein MINT-Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.

3.8. Matrizenmultiplikation und inverse Matrizen (nur 2x2-Matrizen)

Matrizen und das Rechnen mit ihnen finden sich nicht in den Fachanforderungen des Landes
Schleswig-Holstein fiir allgemeinbildende Schulen (anders als in anderen Bundesldndern oder
auch in der beruflichen Bildung in Schleswig-Holstein). Diese Lernvoraussetzung wird daher
nicht fir ein MINT-Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.

3.9. Geometrische Transformation (Spiegelung, Rotation,
Skalierung) und deren Darstellung durch Matrizen im R?

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhohtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fiir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.
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3.10. Analytische Beschreibung bzw. Darstellung von Punkt, Gerade
und Ebene in Ebene und Raum

Gegeben sind die Punkte A(2| — 1|4), B(3]4|1) und C(—1/8|3). Die Vektoren @, b, & sind die
entsprechenden Ortsvektoren.

a) Geben Sie eine Gleichung der Geraden durch die Punkte A und B an.

b) Geben Sie eine Gleichung der Ebene E an, die durch die Punkte A, B und C' aufgespannt
wird.

c¢) Uberpriifen Sie, ob der Punkt D(—2|3|6) in der Ebene E liegt.

3.11. Analytische Beschreibung und Darstellung von Kreis und
Kugel in Ebene und Raum

Gegeben ist eine Kugel K mit dem Mittelpunkt M (2| — 3|1) und dem Radius v/50 LE.
a) Geben Sie eine Gleichung der Kugel an.
b) Uberpriifen Sie, ob der Punkt Q(3|4|1) auf der Kugel liegt.

Anmerkung: Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen fiir Berufliche Gym-
nasien enthalten. Schiilerinnen und Schiilern von Beruflichen Gymnasien wird empfohlen, sich
vor Studienbeginn zu informieren, ob die Lernvoraussetzung fiir ihren gewiinschten Studiengang
vorausgesetzt wird.

3.12. Winkel- und Lagebeziehungen (Schnittpunkt, Abstand) von
geometrischen Objekten in Ebene und Raum

Gegeben sind die Geraden g und h mit

1 ) 1 3
gZ=|2+r-| 10 |,7reRundh: 7= [2|+s-|-2],s€R.
4 —15 4 3

Ermitteln Sie die Lagebeziehung der beiden Geraden.



4. Mathematische Inhalte: Stochastik und
bereichsiibergreifende Inhalte

Stochastik

4.1. Abzahlende Kombinatorik (Permutationen, Variationen,
Kombinationen, Zahlprinzipien)
10 Kugeln, die von 1 bis 10 durchnummeriert sind, liegen in einer Urne. Es werden nacheinander

3 Kugeln zuféllig entnommen. Kreuzen Sie in den folgenden Situationen den jeweils passenden
Term fiir die Anzahl der Mdéglichkeiten an.

Es werden 3 Kugeln gezogen. .. Anzahl
10! 10 10!
ohne Zuriicklegen mit Beachtung | O - 0 103 O ( ) O 30
der Reihenfolge ' 7 )
13 12! 10
ohne Zuricklegen ohne Beachtung | O ( ) O el o 310 O ( )
der Reihenfolge 3 ' 3
. . . 10! 12 3
mit Zuriicklegen mit Beachtung der | O —- 08-9-10 O O 10
. 3! 3
Reihenfolge

Anmerkung: Diese Lernvoraussetzung ist nicht explizit in den Fachanforderungen fiir Berufli-
che Gymnasien enthalten. Grundlagen, die fiir das Verstdndnis der Binomialverteilung erforder-
liche sind, werden allerdings unterrichtet. Schiilerinnen und Schiilern von Beruflichen Gymnasien
wird empfohlen, sich vor Studienbeginn zu informieren, ob die Lernvoraussetzung fiir ihren ge-
wiinschten Studiengang vorausgesetzt wird.

4.2. Wahrscheinlichkeit sowie diskrete ZufallsgroBBen
(Binomialverteilung) und Normalverteilung

Anmerkung: Bei dieser Lernvoraussetzung diirfen Sie den Taschenrechner verwenden.
a) Gegeben ist eine binomialverteilte Zufallsgroe X mit den Parametern n = 10 und p = %

(i) Berechnen Sie:
(1) P(X =0)
(2) P(X <5)
(3) PB<X <)

(ii) Geben Sie ein Wiirfelexperiment an, bei dem die drei oben beschriebenen Werte Wahr-
scheinlichkeiten fiir bestimmte Ereignisse sind.
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b) Ein Gliicksrad mit drei gleich groen Sektoren ist wie abgebildet beschriftet:

Das Gliicksrad wird zweimal gedreht.

(i) Die Zufallsgroie X gibt die Summe der beiden erzielten Zahlen an. Ergénzen Sie in der
folgenden Tabelle die fehlenden Werte.
k [23]4]5]6
PxX=hl5[ |3
(ii) Betrachtet werden die Ereignisse A und B:
A: Es wird (1;3), (2;2) oder (3;1) erzielt.
B: ,Beim ersten Drehen wird eine 2 erzielt.”
Untersuchen Sie, ob A und B stochastisch unabhéngig sind.

c¢) (i) Geben Sie an, unter welcher Bedingung eine Binomialverteilung mit den Parametern n
und p sinnvoll durch die Normalverteilung angenéhert werden kann.

(ii) Begriinden Sie, warum die Stichprobengréfie n bei der Anndhrung eine Rolle spielt.

(iii) Priifen Sie fiir den Fall p = 0,05, wie grof§ die Stichprobengréfie n mindestens sein
muss, damit eine binomialverteilte Zufallsgrofle X zu den Parametern n und p geméf
der Laplace-Bedingung durch die Normalverteilung angenahert werden darf.

4.3. Grundlegende Begriffe der deskriptiven Statistik: Mittelwert,
Haufigkeit, Spannweite und Standardabweichung

a) Gegeben ist die Verteilung einer ZufallsgroBe X durch die folgende Tabelle:
k (1] 4] 9
P(X=k | %]03]045

Berechnen Sie den Erwartungswert, die Varianz und die Standardabweichung von X.

b) Sechs Personen haben die Schuhgréfien 37, 40, 42, 38, 40 und 45.
Bestimmen Sie arithmetischen Mittelwert, Spannweite und Standardabweichung.
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Bereichsiibergreifende Inhalte

4.4. Konkrete Anwendung der Aussagenlogik (Aussagen und ihre
Verkniipfung, Aussageformen, Umkehrung von Aussagen,
Rechnen mit Aussagevariablen sowie Existenz- und
All-Aussagen)

a) Entscheiden Sie begriindet, ob die folgenden Aussagen korrekt sind:

(i) Eine Polynomfunktion ungeraden Grades hat mindestens eine Nullstelle.
(ii) Eine Polynomfunktion geraden Grades hat keine Nullstellen.
(iii) Quadratische Funktionen haben keine Wendestellen.
)

(iv) Die Funktion f mit f(z) = % hat die Menge aller reellen Zahlen als groftmogliche
Definitionsmenge.

(v) Die Funktion f mit f(z) = 2 hat die Menge aller reellen Zahlen als Wertemenge.
(vi) Alle reellen Funktionen f mit f(z) = a” (mit a > 0) sind monoton wachsend.

(vii) Der Graph der reellen Funktion f mit f(z) = «™ (n € N) ist achsensymmetrisch zur
y-Achse.

(viii) Die grofitmogliche Definitionsmenge der Funktion f mit f(x) = /z — 5 ist die Menge
aller reellen Zahlen, die gréfler als 5 sind.
(ix) Die Maximalstellen der Funktion f mit f(z) = sin(z) sind Wendestellen der Funktion
g mit g(x) = cos(z).

’Quelle: cosh (62) ‘

b) Es seien a,b € R mit a = b. Finden Sie den Fehler in folgendem falschen Beweis, dass 2 = 1
gilt. Geben Sie an, bei welchem Folgepfeil und worin der Fehler besteht.

Es gilt:
a="b
= a2 =ab
= a? —b? = ab— b?
= (a—b)(a+b)=(a—0b)

=a+b=>b
=b+b=0>
=2b=0b
=2=1

Quelle: Studieneingangstest Rach/Ufer, Item 16
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4.5. Quantoren und Pradikatenlogik (Ergdanzung zu Aussagenlogik)

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhthtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.

4.6. Beweisverfahren (direkter und indirekter Beweis, vollstandige
Induktion)

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhoéhtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fiir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.

4.7. Ubergeordnete Begriffe wie Definition, Beispiel, Aussage, Satz
(allgemeingiiltige Regel), Beweis, Heuristik

a) Entscheiden Sie, ob es sich jeweils um eine Definition, eine Aussage, einen Satz oder einen
Beweis handelt. Es konnen mehrere Kreuze richtig sein.

Definition | Aussage | Satz | Beweis

Wenn bei einem Rechteck zwei aneinander gren-
zende Seiten gleich lang sind, ist es ein Quadrat.

Bei einem Quadrat sind alle Seiten gleich lang,
die Diagonalen halbieren sich und es gibt vier
rechte Winkel.

FEin Viereck heifit genau dann Quadrat, wenn sei-
ne Diagonalen gleich lang sind, sich gegenseitig
halbieren und senkrecht aufeinander stehen.

Bei einem gleichschenkligen Dreieck ist eine Win-
kelhalbierende eine Symmetrieachse, daher sind
die Basiswinkel gleich gro8.

Ein Viereck heifit genau dann Quadrat, wenn al-
le Seiten gleich lang sind und es einen rechten
Winkel besitzt.

Jedes Rechteck ist auch ein Quadrat.
Jedes Quadrat ist ein Rechteck.

Wenn ein Viereck vier gleich lange Seiten hat, ist
es eine Raute. Wenn ein Winkel bei einer Raute
ein rechter Winkel ist, muss der gegeniiberliegen-
de Winkel auch ein rechter Winkel sein, da gegen-
iiberliegende Winkel gleich grof sind. Es bleiben
dann 180° Innenwinkel iibrig, die auf zwei Win-
kel aufzuteilen sind, sodass jeder Winkel 90° grof}
sein muss.

b) Benennen Sie 3 Problemlosestrategien, um eine Vermutung wie die folgende zu iiberpriifen:
Wenn bei einem Trapez gegeniiberliegende Seiten gleich lang sind, handelt es sich um ein
Parallelogramm.
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4.8. Kenntnisse zu Zielen mathematischen Arbeitens (z. B.
Begriffsbildung, Untersuchung von Strukturen)

Die Mathematik ist eine vielfiltige Wissenschaft. Sie wird zu den Geisteswissenschaften (wie
z. B. auch die Philosophie) gezéhlt, manche Teilgebiete sind aber auch dhnlich zu den Naturwis-
senschaften oder den Sprachwissenschaften, und mathematisch Arbeiten hat auch einen hand-
werklichen Aspekt. Ordnen Sie jeweils die Beispiele rechts ihrer passenden Zeile auf der linken

Seite zu, indem Sie sie verbinden.

(a) Mathematik ist eine Geisteswis-
senschaft, denn...

. sie ist ein gedankliches Konstrukt
mit einem rein logischen Gebéude.
... sie bildet Begriffe losgelost von der
Realitat.

. sie untersucht und beschreibt ab-
strakte Zusammenhange.

(1) Beispiele:

effizientes und geschicktes Rechnen;
Taschenrechner, Computer-Geome-
trie-Systeme, Geodreieck und Zirkel

(b) Mathematik ist &hnlich zu den Na-
turwissenschaften, denn...

... sie bildet teilweise natiirliche Struk-
turen ab.

.. sie wird genutzt, um reale und all-
tagliche Probleme zu 16sen.

(2) Beispiele:

Geometrie als Abstrahierung der For-
men/Figuren in der Welt;
Flugbahnen von Raketen berechnen

(¢) Mathematik ist &hnlich zu den
Sprachwissenschaften, denn...

.. sie nutzt eine eigene formale Spra-
che, um Erkenntnisse zu formulieren.
... sie hat eigene Regeln zum Umgang
mit Zahlen und Symbolen.

(3) Beispiele:

Vermutungen mit Hilfe von Séatzen
und Definitionen beweisen;
verschiedene Zahlbereiche, Funktions-
typen;

irrationale Zahlen sind nicht periodi-
sche nicht abbrechende Dezimalzahlen

(d) Mathematisch arbeiten hat hand-
werkliche Aspekte, denn...
... man muss rechnerische Anforderun-
gen bewaltigen.

. man muss Hilfsmittel sachgerecht
einsetzen.

(4) Beispiele:

eigene Symbole, Konventionen zur
Formulierung von Aussagen oder Be-
weisen;

Rechenregeln

4.9. Fehlerfortpflanzung und Fehler- und Ausgleichsrechnung

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhohtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fiir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.



5. Mathematische Arbeitstatigkeiten

Grundlagen (Rechnen, Hilfsmitteleinsatz, Darstellungen)

5.1. Schnelles und korrektes Ausfiihren von bekannten Verfahren
ohne elektronische Hilfsmittel (z. B. Bestimmen von Ableitung
und Integral; Losen von Gleichungssystemen; Umformungen,
wobei einfache Rechenschritte im Kopf gelost werden kdnnen)

’Diese Lernvoraussetzung wird auf erhéhtem Niveau erwartet. ‘

Vereinfachen Sie die folgenden Terme (s. auflerdem: 1.9, 1.10):

2)

3a 2
20 —a? 2-—a
b)
T + xr —
y_|_ Y
z Y

¢) Gleichungen und Gleichungssysteme s. Aufgaben: 1.12, 1.14, 1.15, 1.16, 1.17, 1.18, 1.19, 1.20,
1.21.

d) Ableiten, Integrieren: s. Aufgaben 2.13, 2.15, 2.16, 2.17, 2.21, 2.22, 2.23, 2.24, 2.25, 2.26.

5.2. Sicherer Umgang mit Taschenrechnern und Computern zur
Losung von Aufgaben (z. B. einfache graphische
Losungsverfahren, aber auch kritische Betrachtung von
Ergebnissen)

a) Bestimmen Sie die Losungsmenge des LGS mithilfe eines wissenschaftlichen Taschenrechners:

12z + 4y — 342 =7
34 — 2y + 4z =17
5,6 — 14y + 2,52 =3

b) Bestimmen Sie mehrere reelle Losungen der Gleichung
3x _
e’? cos(x) =7

und geben Sie diese im Gradmaf an.
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¢) Maria, Lena und Paul bekommen von ihrer Oma 50€ geschenkt und sollen diese gerecht
teilen. Maria nimmt den Taschenrechner und berechnet 50:3. Sie erhélt folgendes Ergebnis:

Paul sagt, dass jeder genau 16,6666667<€ erhélt. Maria meint, dass das Ergebnis falsch gerun-
det wurde und jeder 16, 6€ erhélt. Lena meint, dass auf zwei Stellen gerundet werden muss,
da Eurobetriage nur zwei Nachkommastellen haben kénnen, und deshalb erhélt jeder 16,67€.
Entscheiden Sie, wer von den drei Geschwistern recht hat und geben Sie eine Begriindung
an.

d) Die Lésungsmenge der Gleichung 22 = 2 soll bestimmt werden. David nutzt seinen Taschen-
rechner und gibt die Gleichung ein.

Er nutzt die solve-Funktion und erhélt die folgende Ausgabe in der Anzeige:

David notiert L, = {0}.
Entscheiden Sie, ob David Recht hat, und begriinden Sie Ihre Entscheidung mit Bezug zur
abgebildeten Ausgabe des Taschenrechners.

‘Quelle Bilder: Eigenentwicklung
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5.3. Sprachliche Fahigkeiten (Deutsch, ohne spezielle
mathematische Fachbegriffe) zum Verstehen von
Aufgabenstellungen oder Texten zur Mathematik, z. B. in der
Fachliteratur

‘Diese Lernvoraussetzung wird auf erhéhtem Niveau erwartet. ‘

Die Mathematik ist eine Wissenschaft, welche aus der Untersuchung von geometrischen Figuren
und dem Rechnen mit Zahlen entstand. Fiir ;Mathematik® gibt es keine allgemein anerkannte
Definition, heute wird sie tiblicherweise als eine Wissenschaft beschrieben, die durch logische
Definitionen selbstgeschaffene abstrakte Strukturen mittels der Logik auf ihre Eigenschaften
und Muster untersucht. Die Mathematik ist eine der &dltesten Wissenschaften. Ihre erste Bliite
erlebte sie noch vor der Antike in Mesopotamien, Indien und China, spéter in der Antike in
Griechenland. Von dort datiert die Orientierung an der Aufgabenstellung des ,rein logischen
Beweisens“ und die erste Axiomatisierung, ndmlich die euklidische Geometrie. In der frithen
Neuzeit fithrte Frangois Viete Variablen ein, René Descartes eréffnete durch die Verwendung
von Koordinaten einen rechnerischen Zugang zur Geometrie. Die Betrachtung von Anderungs-
raten sowie die Beschreibung von Tangenten und die Bestimmung von Flicheninhalten fiihrten
zur Infinitesimalrechnung von Gottfried Wilhelm Leibniz und Isaac Newton. Im Laufe des 19.
Jahrhunderts fand die Infinitesimalrechnung durch die Arbeiten von Augustin-Louis Cauchy und
Karl Weierstraf ihre heutige strenge Form. Ein anderes Leitproblem der frithen Neuzeit war das
Losen zunehmend komplizierter werdender algebraischer Gleichungen. Zu dessen Behandlung
entwickelten Niels Henrik Abel und Evariste Galois den Begriff der ,,Gruppe“, der Bezichungen
zwischen Symmetrien eines Objektes beschreibt. Als weitere Vertiefung dieser Untersuchungen
kénnen die neuere Algebra und insbesondere die algebraische Geometrie angesehen werden.
Als Geburt der klassischen Wahrscheinlichkeitsrechnung kann der Briefwechsel zwischen Blaise
Pascal und Pierre de Fermat im Jahr 1654 angesehen werden. Die damit verbundenen neuen
Ideen und Verfahren eroberten viele Bereiche, aber iiber Jahrhunderte hinweg kam es zur Auf-
spaltung der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie in separate Schulen. Versuche, den Begriff
,Wahrscheinlichkeit*“ direkt zu definieren, gelangen nur fiir Spezialfille. Erst das Erscheinen von
Andrei Kolmogorows Lehrbuch ,,Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung* im Jahr 1933
schloss die Entwicklung der Fundamente moderner Wahrscheinlichkeitstheorie ab.

‘Quelle: adaptiert nach Wikipedia (https://de.wikipedia.org/wiki/Mathematik)

In dem obigen Text finden Sie verschiedene Informationen iiber die Mathematik als wissenschaft-
liche Disziplin. Entscheiden Sie auf Basis dieser Informationen, ob die folgenden Aussagen wahr
oder falsch sind.

wahr | falsch

Das Beweisen als mathematische Methode entstand erst in neuerer Zeit.

Es gab in der Mathematik lange Zeit keine Einigkeit, wie der Begriff ;Wahr-
scheinlichkeit“ zu definieren ist.

Ideen von Leibniz und Newton fithrten zur Infinitesimalrechnung.

Die Anfinge der Mathematik wurden von den ,alten Griechen“ gelegt.

Geometrische Figuren lassen sich nur per Zeichnung und nicht rechnerisch
beschreiben.

Man weif} bisher nicht, was Mathematik ist.
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5.4. Sprachliche Fahigkeiten (Englisch, ohne spezielle
mathematische Fachbegriffe) zum Verstehen von
Aufgabenstellungen oder Texten zur Mathematik, z. B. in der
Fachliteratur

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhohtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fiir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.

5.5. Sicherer Umgang mit grundlegender mathematischer
Formelsprache (ohne elektronische Hilfsmittel)

‘Diese Lernvoraussetzung wird auf erhéhtem Niveau erwartet. ‘

Wir betrachten ein Zufallsexperiment mit den beiden folgenden Ereignissen:
A: Ein Kind geht bei rot iiber die Ampel.
B: Ein Kind ist ein Junge.

Beschreiben Sie, welche Bedeutung P4(B) hat.
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5.6. Sicherer Umgang mit Standarddarstellungen von
Termen/Gleichungen, Funktionen, Diagrammen, Tabellen,
Vektoren und geometrischen Objekten (ohne elektronische
Hilfsmittel)

‘Diese Lernvoraussetzung wird auf erhéhtem Niveau erwartet. ‘

a) Gegeben ist folgendes Parallelogramm:

D C

Es gilt

of — 04+ 5¢ + L

Zeichnen Sie den Punkt P ein.

b) Ben sieht sich das folgende Diagramm iiber die Mitglieder seines Lieblingsvereins an. Er
meint, dass der Verein aufgrund des Mitgliederschwunds bald aufgelost werden muss, da es
keine Mitglieder mehr gibt. Hat er recht? Begriinden Sie Thre Antwort.

Mitgliederzahl SV Rot-WeiR

2000

2005 2010 2015 2020

110000

105000
100000
95000
90000
85000

19495

‘ Quelle Bild: Eigenentwicklung

c¢) Die folgende Tabelle gibt die Abiturientenzahlen fiir einen Landkreis an. Berechnen Sie die
absolute Verdnderung der Anzahl der Abiturientinnen und Abiturienten aus den ldndlichen
Regionen von 2018 nach 2019.

Stadt | Land
Abitur 2018 ménnlich | 152 254
weiblich 201 299
Abitur 2019 ménnlich | 263 265
weiblich 312 301
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5.7. Sicherer Umgang mit dem Summenzeichen und dem
Produktzeichen

Zum Summenzeichen siehe 2.6.

Das Produktzeichen ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhohtes Anforderungsni-

veau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fiir ein MINT-Studium in
Schleswig-Holstein vorausgesetzt.

5.8. Schnelles und sicheres Wechseln zwischen unterschiedlichen
Standarddarstellungen (z. B. bei Termen/Gleichungen,
Funktionen, Diagrammen, Tabellen, Vektoren, geometrischen
Objekten sowie Summen- und Produktzeichen) ohne
elektronische Hilfsmittel

’Diese Lernvoraussetzung wird auf erhéhtem Niveau erwartet. ‘

a) Es seien einige Werte der ganzrationalen Funktion h gegeben:

x | h(x)

-2 | =8

1] 45
8

2 0
-8

Eine der folgenden Funktionsgleichungen definiert die Funktion. Kreuzen Sie an, welche.

h(z) = 2% — 222 + 8
h(z) = 223 + 8
h(z) =8z +8

h(z) = 323 — 322 +8

Skizzieren Sie den dazugehorigen Funktionsgraphen im Intervall [—2;4].

b) Begriinden Sie zeichnerisch, dass die Vektoraddition im R? kommutativ ist, d. h.

T+ =b+ @
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5.9. Entwickeln von Visualisierungen zu mathematischen
Zusammenhangen (d. h. geeignete Auswahl einer
Darstellungsart und Anfertigen der Darstellung ohne
elektronische Hilfsmittel)

a) Gegeben seien die reellen Funktionen f und g mit f(z) = —2%+ 3z +4 und g(z) = 322+ 1.
Visualisieren Sie den nachfolgenden Rechenansatz:

A= /_21 f(z)dx — /_21 g(x)dx

b) Fertigen Sie zu den folgenden beiden Sachverhalten jeweils eine Skizze an und leiten Sie damit
die allgemeine Flacheninhaltsformel des Dreiecks her.

(i) Ein rechtwinkliges Dreieck kann als ,halbes Rechteck“ aufgefasst werden, indem ein
Rechteck an einer Diagonalen zerschnitten wird. Der Fliacheninhalt des rechtwinkligen
Dreiecks lisst sich damit als die Hélfte des Produkts der Kathetenldngen darstellen.

(ii) Der Fliacheninhalt eines beliebigen Dreiecks kann ermittelt werden, indem das Dreieck
an einer innenliegenden Hohe in zwei rechtwinklige Dreiecke zerlegt wird und deren
Flécheninhalte auf dem oben genannten Weg berechnet werden.

¢) Fiir welches Intervall sind die Funktionswerte fiir Sinus und Kosinus beide positiv? Kreuzen
Sie an.

Zwischen 0 und g

Zwischen g und 7

Zwischen 7 und %ﬂ'

Zwischen %77 und 27

Mathematisches Argumentieren und Beweisen

5.10. Verstehen und Explorieren von mathematischen Behauptungen
und Satzen (was wird ausgesagt, fiir welche Klasse von
mathematischen Objekten gilt dies bzw. gilt dies nicht
aufgrund der Voraussetzungen)

Diese Lernvoraussetzung wird auf erhohtem Niveau erwartet. ‘

Es sei e = 2,71... die Eulersche Zahl. Fiir je zwei Zahlen x,y € R mit x < y und z,y > e gilt
¥ > y”.
a) Priifen Sie die Behauptung anhand eines Zahlenbeispiels.

b) Gegeben sind die Zahlen
(89)(98) und (98)(89).

Entscheiden Sie ohne Rechnung, welche Zahl gréfer ist, und begriinden Sie Ihre Entscheidung.

c¢) Priifen Sie, ob die Behauptung auch ohne die Voraussetzung x,y > e fiir alle z,y € R mit
0 < z <y stimmt.
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5.11. Verstehen und Priifen von mathematischen Beweisen

a) Priifen Sie die Aquivalenzumformung auf Korrektheit:

(22 +2)? = 3z(x +3) + 4 (1)
& 4o +8x +4 =32% + 9z + 4 (2)
& =z |z (3)
& r=1 (4)

b) Im Folgenden lesen Sie einen Beweis dafiir, dass fiir jede positive ungerade ganze Zahl n die
Zahl n? — 1 durch 8 teilbar ist:

Sei n eine positive ungerade ganze Zahl. Dann kénnen wir n schreiben als n = 2m + 1 mit
einer nicht-negativen ganzen Zahl m. Damit gilt

n?—1=02m+1)*-1 (1)
=dm?+4m+1-1 (2)
= 4m? + 4m (3)
=4m(m + 1). (4)

Es muss entweder m oder m + 1 durch 2 teilbar sein. Also hat die Zahl m(m+ 1) den Teiler
2 und damit ist die Zahl 4m(m + 1) durch 8 teilbar.

(i) Begrunden Sie, warum entweder die Zahl m oder die Zahl m + 1 durch 2 teilbar sein
muss.

(ii) Geben Sie an, an welcher Stelle zum ersten Mal ausgenutzt wird, dass n ungerade ist.

5.12. Erkennen von Zusammenhangen und Strukturen in gegebenen
mathematischen Situationen (z. B. einfache
Schlussfolgerungen oder Aquivalenzen)

’Diese Lernvoraussetzung wird auf erhéhtem Niveau erwartet. ‘

In einem Dreieck wird der Winkel an einer Ecke verdndert, ohne die Lénge der anliegenden
Seiten zu verdndern.

a) Was passiert mit der gegeniiberliegenden Dreiecksseite?

b) Beschreiben Sie den beobachteten Zusammenhang moglichst prézise mit mathematischen
Mitteln.
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5.13. Entwickeln und Formulieren mathematischer Vermutungen und
unterstiitzender Plausibilitatsargumente

a) Es sei a € N mit a > 2. Sortieren Sie die folgenden Briiche der Grofle nach, beginnend mit
dem kleinsten Bruch. Geben Sie anschauliche und formal-mathematische Argumente fiir die

Anordnung an.
a—1 a—1 a

7

a a+1 a+1

b) Gegeben seien zwei reelle Funktionen f und g, deren Graphen sich an den Stellen a und b,
a < b schneiden. Es gelte zudem

[ () gz =0

Skizzieren Sie drei Beispiele fiir die Graphen von f und g im Intervall [a; b], sodass die obige
Gleichung erfiillt ist.

5.14. Entwickeln und Formulieren mathematischer Beweise zu einer
gegebenen Behauptung

Gegeben ist die folgende Rechenvorschrift:

Nehmen Sie eine zweistellige natiirliche Zahl mit Zehnerziffer x und Einerziffer y. Vertauschen Sie
die Ziffern IThrer Zahl und addieren Sie diese neue Zahl zu der von Thnen gewéahlten. Abschlieflend
dividieren Sie durch die Quersumme Threr ausgesuchten Zahl.

a) Berechnen Sie das Ergebnis dieser Rechenvorschrift an zwei Beispielen.

b) Beweisen Sie, dass unabhingig von der Wahl der Ausgangszahl immer das gleiche Ergebnis
herauskommt. Betrachten Sie dazu eine zweistellige natiirliche Zahl mit Zehnerziffer  und
Einerziffer y, also eine Zahl mit dem Wert 10x + y und der Quersumme z + y.

Kontrollstrategien

5.15. Uberschlagsrechnungen

’Diese Lernvoraussetzung wird auf erh6htem Niveau erwartet.

a) Gegeben seien eine Kiste der Grofie 20cm x 50 cm X 30 cm und Kugeln mit Durchmesser
6 cm. Es wird behauptet, dass maximal 110 Kugeln in die Kiste passen. Widerlegen Sie diese
Aussage mithilfe einer Uberschlagsrechnung.

b) Geben Sie fiir die folgenden Aufgaben geeignete Uberschlagsrechnungen an und berechnen
Sie den Wert:
(i) 103-4,5-12,7-1077
(ii) 17324 - 4,68

c¢) Bestimmen Sie mithilfe einer Uberschlagsrechnung ein Intervall mit der maximalen Linge
von 6000, in welchem der Wert des Produkts 3,324 - 7623,6 liegt.
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5.16. GroBenordnungen abschatzen

’Diese Lernvoraussetzung wird auf erhéhtem Niveau erwartet. ‘

Ordnen Sie die angegebenen Zahlen der Gréfle nach. Beginnen Sie mit der kleinsten Zahl.

0; (0,5)72%; 1; 4; 4738, 025; 2733, (0,5)%4; 8; 273

’Quelle: cosh (12) ‘

5.17. Plausibilitatsiiberlegungen bei Argumentationen

’Diese Lernvoraussetzung wird auf erhéhtem Niveau erwartet. ‘

An einen Kreis werden an vier verschiedenen Punkten Tangenten angelegt.

a) Geben Sie an, welche Arten von Vierecken entstehen konnen. Fertigen Sie jeweils eine Skizze
an.

b) Erlautern Sie, weshalb jedes so entstehende Rechteck ein Quadrat ist.

5.18. Fehler systematisch eingrenzen, identifizieren bzw. grob
abschatzen

’Diese Lernvoraussetzung wird auf erhéhtem Niveau erwartet. ‘

a) Die Schiilerinnen und Schiiler einer Klasse sollen das Maximum der iiberall zweimal differen-
zierbaren Funktion f im Intervall [0; 10] bestimmen. Eine Schiilerin glaubt, das Maximum
an der Stelle x = 5 gefunden zu haben, da sie f'(5) = 0 und f”(5) # 0 berechnet hat und
x = 5 die einzige Stelle im Intervall mit f’(z) = 0 ist. Ein weiterer Schiiler widerspricht
mit den Worten: ,Ich habe ausgerechnet, dass f(0) = 10 und f(5) = % gilt. Dann hat f im
Randpunkt an der Stelle z = 0 das Maximum und nicht in 5!*

Nehmen Sie Stellung zu den beiden Schiilerlésungen und identifizieren Sie mogliche Fehler.

b) Gegeben ist eine Messreihe mit den folgenden Werten:
28; 45; 50; 48; 41; 37; 43; 21; 49; 47.

Berechnet wurde ein arithmetischer Mittelwert von 50,3. Begriinden Sie, dass dieses Ergebnis
falsch sein muss, und geben Sie mogliche Fehlerquellen an.

Mathematisches Kommunizieren

5.19. Schriftliche mathematische Formulierungen (mit Fachsprache
und Fachsymbolik) sprachlich verstehen

’Diese Lernvoraussetzung wird auf erhéhtem Niveau erwartet. ‘

Geben Sie den vollstdndigen mathematischen Inhalt der folgenden Aussage in Worten wieder.

Fir alle z,y € R gilt:
z-y=0< (z=0oder y=0).
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5.20. Mathematik in praziser mathematischer Notation unter Einsatz
der Fachsprache und Fachsymbolik schriftlich darstellen
a) In einer Urne liegen 30 Kugeln, die von 1 bis 30 durchnummeriert sind. Es wird eine Kugel
zufillig entnommen. Die Ergebnismenge 2 wird mit = {1, ..., 30} festgelegt.

(i) Geben Sie das Ereignis A ,,Die entnommene Zahl ist durch 3 teilbar* in Mengenschreib-
weise an.

(ii) Es sei A das Ereignis ,Die entnommene Zahl ist durch 3 teilbar* und
B = {5, 10, 15, 20, 25, 30}.
Schreiben Sie A N B in Mengenschreibweise.
b) Sei f eine reelle Funktion. Geben Sie die folgenden Bedingungen in symbolisch-mathematischer
Notation an.
(i) An der Stelle z = 2 liegt ein globales Maximum vor.
(ii) Der Graph der Funktion schneidet die y-Achse bei y = —2,5.
(iii) Die Nullstellen der Funktion liegen bei x = 1 und = = 5.
(iv) Die Funktion schlieft bei 2 = 7 knickfrei an eine Funktion g an.
c) Gegeben seien Punkte P, Q und R im Raum. Geben Sie folgende Aussagen in symbolisch-
mathematischer Notation an.
(i) Der Abstand von P zu @ ist gleich dem Abstand von @ zu P.

(ii) Der Abstand zwischen P und @ ist kleiner oder gleich der Summe der Absténde zwischen
P und R und zwischen R und Q.

(iii) Der Abstand zweier Punkte ist genau dann Null, wenn die Punkte identisch sind.

5.21. Lernforderliche und prazise Fragen stellen

‘Diese Lernvoraussetzung wird auf erhéhtem Niveau erwartet. ‘

a) Patrick sagt: ,Im Buch steht 0,9 = 1. Ich verstehe das nicht.* Uberlegen Sie zwei Aspekte, die
Patrick nicht verstanden haben kénnte, und formulieren Sie dazu jeweils eine prézise Frage,
die er seiner Lehrkraft stellen konnte.

b) Lena sagt: ,Ich verstehe die Formel

. fle+h) = fz)
) h = /@)

nicht“ Uberlegen Sie zwei Aspekte, die Lena nicht verstanden haben kénnte, und formulieren
Sie dazu jeweils eine prézise Frage, die sie ihrer Lehrkraft stellen kénnte.
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5.22. Mathematische Sachverhalte miindlich erklaren

’Diese Lernvoraussetzung wird auf erhéhtem Niveau erwartet. ‘

a) Geben Sie einen Unterschied zwischen Wahrscheinlichkeiten und relativen Haufigkeiten an.
Erldutern Sie, wie beide Begriffe zusammenhéngen.
b) Es sei f im Folgenden eine auf R definierte und differenzierbare Funktion.

(i) Begriunden Sie, weshalb die erste Ableitung von f an lokalen Extremstellen den Wert
0 annimmt.

(ii) Erldutern Sie, weshalb es nicht geniigt, bei der Suche nach Extremstellen nur die erste
Ableitung zu prifen.

(iii) Mit Hilfe von f werde im Intervall [a;b] ein Temperaturverlauf modelliert. Es kann
Extremstellen x € [a;b] geben, die nicht die Bedingung f/(z) = 0 erfiillen. Skizzieren
Sie ein entsprechendes Beispiel eines Funktionsgraphen.

(iv) Formulieren Sie notwendige und hinreichende Bedingungen fiir das Vorliegen eines Wen-
depunktes.

5.23. Zielgerichtet mit Lehrenden oder Studierenden iiber
Mathematik diskutieren

’Diese Lernvoraussetzung wird auf erh6htem Niveau erwartet. ‘

Diese Lernvoraussetzung ist nicht durch eine Aufgabe zur Einzelbearbeitung abpriifbar, wird
aber fiir ein MINT-Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt. Zur Ubung empfehlen wir Ih-
nen, Ihre Losungen zu anderen Aufgaben dieses Kataloges mit anderen Personen zu besprechen
und verschiedene Losungswege zu diskutieren.

Mathematisches Definieren

5.24. Mathematische Definitionen nachvollziehen (u. a. Beispiele &
Gegenbeispiele angeben; priifen, ob ein Beispiel unter die
Definition fallt oder nicht)

’Diese Lernvoraussetzung wird auf erhéhtem Niveau erwartet. ‘

An eine Funktion f, die auf ganz R definiert ist, werden die folgenden Bedingungen gestellt:
(1) fir alle z,y € R gilt f(x +y) = f(z) + f(y),
(2) fir alle a,z € R gilt f(az) = af(x).

Priifen Sie, ob die folgenden Funktionen diese Bedingungen erfiillen:
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5.25. Mathematische Begriffe anhand ihrer Definition erklaren

‘Diese Lernvoraussetzung wird auf erhéhtem Niveau erwartet. ‘

Erldutern Sie die geometrische Bedeutung des Begriffs der linearen Abhéngigkeit von drei Vek-
toren anhand seiner Definition.

5.26. Mathematische Definitionen bekannter Begriffe nutzen und
angemessen formulieren

a) Geben Sie die Funktionsgleichung einer ganzrationalen Funktion 5. Grades an.
b) Geben Sie den Grad der ganzrationalen Funktion f mit
f(x) = 02° 4 32* 4 22
an.
¢) Geben Sie die allgemeine Form einer ganzrationalen Funktion vom Grad n an.
d) Formulieren Sie die Definition eines gleichschenkligen Dreiecks.

e) Formulieren Sie die Definition der Ableitung einer Funktion f an der Stelle a.

Anmerkung: Die Lernvoraussetzung wird erst ab c) abgedeckt. Teil a) und b) sind nur vorbe-
reitend.

5.27. Eigene Definitionen zu (einfachen) selbst abgeleiteten
mathematischen Begriffen entwickeln

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhohtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fiir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.

Mathematisches Problemlosen

5.28. Gegebene mathematische Probleme verstehen und prazise
wiedergeben

‘Diese Lernvoraussetzung wird auf erhéhtem Niveau erwartet. ‘

Betrachten Sie folgende mathematische Aussage:

_sin(9)
e

=1.

Diese Aussage sorgt bei vielen fiir Verwunderung. Worin besteht das vermeintliche Problem?
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5.29. Gegebene Losungen zu mathematischen Problemen verstehen

’Diese Lernvoraussetzung wird auf erhéhtem Niveau erwartet. ‘

Gegeben ist folgende Fragestellung:

Fiir welche natiirlichen Zahlen n =1, 2, 3, ... ist n(2?" — 1) durch 6 teilbar?

Dazu gibt es folgende Argumentationskette:

Es gilt n(22" — 1) = n(2" — 1)(2" + 1), weshalb n(22" — 1) genau dann durch 6 teilbar ist, wenn
mindestens einer der Faktoren n, 2" —1 und 2™ 41 durch 2 und mindestens einer dieser Faktoren
durch 3 teilbar ist. Fiir ungerades n sind alle drei Faktoren ungerade, weshalb n(22" — 1) nicht
durch 6 teilbar ist.

Fiir gerades n ist mit n selbst einer der Faktoren durch 2 teilbar. 2" ist als Potenz von 2 nicht
durch 3 teilbar. Hat 2" bei Division durch 3 den Rest 1, so ist 2" — 1 durch 3 teilbar. Hat dagegen
2™ bei Division durch 3 den Rest 2, so ist 2" + 1 durch 3 teilbar. Deshalb ist einer der Faktoren
2" — 1 und 2™ + 1 durch 3 teilbar.

a) Was folgt fiir das betrachtete Problem? Geben Sie eine Losung an.

b) Benennen Sie wichtige mathematische Mittel und Argumente, die in der Argumentation
genutzt werden.

5.30. Allgemeine heuristische Prinzipien sicher und fliissig verwenden
(Skizze anfertigen, systematisch probieren, in Teilprobleme
zerlegen, Symmetrien verwenden, Invarianten finden)

’Diese Lernvoraussetzung wird auf erhéhtem Niveau erwartet. ‘

TN
ﬁ ; /\\\/ Eine ungerade Anzahl von Kindern spielt Bockspringen. Es
springt immer das hinterste Kind iiber die anderen, bis es ganz
Y
% L /i;g\' vorne steht. Wie viele Spriinge sind notwendig, bis das Kind,
/\

das zuerst in der Mitte stand, ganz vorne steht? Erldutern Sie,
\8/ g ?\ wie Sie vorgegangen sind.
N

Quelle Abbildung: Die Abbildung wurde von Helmut Mallas erstellt und zum Abdruck freigege-
ben.
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5.31. Aus gegebenen Losungen zu mathematischen Problemen
Losungsstrategien erarbeiten
Im Folgenden sind eine Aufgabe und ein Losungsweg einer Person dargestellt. Dabei sind ver-

schiedene Losungsstrategien zu erkennen. Markieren Sie im Losungsweg Textstellen, an denen
Losungsstrategien zu erkennen sind. Benennen Sie die Losungsstrategien.

Aufgabe:

Eine ungerade Anzahl von Kindern spielt Bockspringen. Es springt immer das hinterste Kind
iiber die anderen, bis es ganz vorne steht. Wie viele Spriinge sind notwendig, bis das Kind,
das zuerst in der Mitte stand, ganz vorne steht? Erldutern Sie, wie Sie vorgegangen sind.

Losungsweg;: Losungsstrategie:

Ich habe mir zuerst iiberlegt, wie die Situation bei drei Kindern aus-
sieht. Dazu habe ich mir eine Skizze gemacht.

0
140

Die Frage ist, wann Bert vorne steht. Anna springt zweimal. Dann
springt Bert zweimal. Dann steht er vorne. Hier sind es also 4 Spriin-
ge. Ich habe vermutet, es gilt immer 2 - (Anzahl Kinder—1). Dann
habe ich mir die Situation mit 5 Kindern vorgestellt. Ich bin dabei
auf 12 Spriinge gekommen. Das ist aber nicht 2 - (5 — 1), also war
meine Vermutung falsch. Bei 7 Kindern habe ich mir iiberlegt, dass
man immer {iber die anderen 6 vor sich springen muss, wenn man
dran ist. Ich wusste also, ich muss mir nur noch {iberlegen, wie viele
Kinder sich bewegen miissen. Das sind bei 7 Kindern genau 4 Kin-
der. Da wurde mir klar, dass es genau (Anzahl Kinder hinter dem
Mittelkind+1) Kinder sind, die springen miissen. Uber die Anzahl
der Kinder hinter dem Mittelkind musste ich noch kurz nachdenken,
aber das ist wie beim gerechten Teilen von Gummibéarchen auf zwei
Kinder, dann muss man eines wegnehmen, dann geht es. Also (Anzahl
der Kinder—1) : 2. Das habe ich dann noch allgemein aufgeschrieben.
Statt Anzahl der Kinder habe ich A geschrieben.

Meine Losung lautet also: ((A—1):2)+1)-(A—1).

Quelle Abbildung: Die Abbildung wurde von Helmut Mallas erstellt und zum Abdruck freigege-
ben.
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5.32. Rolle allgemeiner Problemlosestrategien bei ihrer Verwendung
explizit erlautern

Folgende Aufgabe ist gegeben:

Aus einem DIN A4 Papier wird eine offene quaderférmige Schachtel gebastelt. Untersuchen Sie,
welche Volumina moglich sind.

a) Das maximale Volumen der Schachtel kann durch eine Extremwertaufgabe berechnet werden.
Nennen Sie zwei weitere Vorgehensweisen, wie man andere mogliche Volumina ermitteln kann.

b) Benennen Sie die Problemlésestrategien, die bei der jeweiligen Vorgehensweise angewendet
werden, und erldutern Sie deren Rolle bei der Losung.

’Quelle: Material Oliver Thomsen ‘

5.33. Notwendigkeit von Fallunterscheidungen erkennen und
Fallunterscheidungen vornehmen

’Diese Lernvoraussetzung wird auf erhéhtem Niveau erwartet. ‘

Geben Sie an, bei welcher der folgenden Aufgaben eine Fallunterscheidung notwendig ist.

Fiir welche = € R sind die Gleichungen und Ungleichungen jeweils erfiillt?
a) |2z —3| =38

b) [8z —6| <z +2

c) ii <2

d)

’ Quelle: cosh (5) ‘

5.34. Probleme mit mindestens drei Losungsschritten l6sen

Siehe 5.35
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5.35. Komplexe Probleme in einfache aquivalente Teilprobleme
zerlegen

Zeigen Sie durch eine kommentierte Rechnung, dass alle Teilflichen der im Bild dargestellten
Figur den gleichen Umfang haben.

AM =MB =r

Mathematisches Modellieren

5.36. Beschreibung auBermathematischer Situationen mithilfe
mathematischer Werkzeuge

Ubertragen Sie die Situation der folgenden Aufgabe in ein mathematisches Modell. Lésen Sie
die Aufgabe anschlieffend.

Die Geschwindigkeit eines Autos betrigt 20ms~! zu Beginn der Beobachtung. Innerhalb der
néchsten 10s nimmt die Geschwindigkeit gleichméfig bis zum Stillstand ab. Bestimmen Sie die
Geschwindigkeit als Funktion der Zeit.

‘ Quelle: cosh (2) ‘

5.37. Losung auBermathematischer Problemsituationen mithilfe
mathematischer Werkzeuge

Die Geschwindigkeit v eines Autos betrigt 20 ms™! zu Beginn der Beobachtung. Innerhalb der
néchsten 10s nimmt die Geschwindigkeit gleichméflig bis zum Stillstand ab.

a) Bestimmen Sie die Strecke, die das Auto seit Beobachtungsbeginn bis zum Stillstand zurtick-
gelegt hat.

b) Nennen Sie das zur Losung von a) verwendete mathematische Verfahren.

‘ Quelle: cosh (2) ‘
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5.38. Kontrolle von Ergebnissen einer mathematischen Modellierung
im Hinblick auf Stimmigkeit in Realsituationen

Kim misst die Lufttemperatur erstmals um 6 Uhr morgens und dann um 14 Uhr. Er notiert sich
folgende Messwerte:

Zeit in h (seit 6 Uhr) | 0 | 8
Lufttemperatur in °C ‘ 12 ‘ 20

Kim berechnet die Temperatur fiir 22 Uhr und erhélt 28°C. Mit welchem Modell hat er gerech-
net? Bewerten Sie die Vorgehensweise im Sachzusammenhang.

5.39. Bewerten verschiedener mathematischer Modelle derselben
Realsituation

Kim misst die Lufttemperatur erstmals um 6 Uhr morgens und dann um 14 Uhr. Er notiert sich
folgende Messwerte:

Zeit in h (seit 6 Uhr) | 0 | 8
Lufttemperatur in °C ‘ 12 ‘ 20

Beurteilen Sie, inwieweit die Sinusfunktion besser als eine lineare Funktion geeignet ist, diese
Realsituation iiber mehrere Tage zu beschreiben.

5.40. Erkennen des genuin mathematischen Beitrags beim Losen
auBermathematischer Probleme mithilfe mathematischer
Werkzeuge

Beschreiben Sie die Bedeutung des Binomialkoeffizienten Z und geben Sie zwei verschiedene

Fragestellungen im Sachkontext an, die mithilfe des Binomialkoeffizienten gel6st werden kénnen.

5.41. Reflektieren des Nutzens und der Grenzen mathematischer
Modellierungen fiir reale Problemsituationen

Ein Pilot plant seine Flugroute des heutigen Tages von der Stadt A zur Stadt B, anschlieffend
zur Stadt C' und dann zuriick zur Stadt A. Er erstellt die folgende Zeichnung;:

C

30°
A B

Er berechnet den Winkel v der Kursdnderung fiir den Riickflug mithilfe des Summensatzes fiir
die Innenwinkel eines Dreiecks. Begriinden Sie, weshalb dieses Vorgehen fiir groflere Distanzen,
wie z. B. fiir Interkontinentalfliige nicht zielfithrend ist.

‘ Quelle Globusbild: https://en.wikipedia.org/wiki/Latitude
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Recherche

5.42. Mathematische Informationen in Nachschlagewerken, dem
Internet oder anderen Ressourcen recherchieren (inkl.
kritischer Einschatzung der Quellen)

Recherchieren Sie im Internet/in einem Buch/..., welche Lésungen fiir die Gleichung 0° = =
vorgeschlagen werden. Stellen Sie das Problem und Losungsansétze dar.



Teil Il.

Losungen



1. Mathematische Inhalte: Grundlagen

Mengen und Zahlen

1.1. Mengen, Mengendarstellungen und Mengenoperationen

a) (i) Die Zahl z ist entweder gleich b oder d.
(ii) Die Zahl x ist entweder 0 oder 1,5 oder eine reelle Zahl zwischen diesen beiden Zahlen.
(iii) Die Zahl x ist eine reelle Zahl, aber nicht 0 und nicht 2.
)

(iv) Die Zahl z ist eine reelle Zahl, die kleiner als —1 oder grofer als 1 ist.

b) AUB
® B A

c) (i) sel57]

(i) 5 ¢ {2; 4; 6; 8}

(i) Dy = {z e R|z > 1}
)

(iv) Dy =R\ {2}

1.2. Rationale, reelle Zahlen (inkl. elementarer Eigenschaften)

z. B. 1,05; 1,08; 1,105 1,15; 1,20

a)
b) z. B. 8L, 82. 83. 8. &
104> 104’ 104’ 104° 104
c) z. B. V2; m; 2m; e; In(2)
d)
R|Q N
2 X | X | X | X
3
1 X
NG
=7 X
0 X
T+1] X




1. Mathematische Inhalte: Grundlagen

1.3. GroBenvorstellungen zu Standardbeispielen reeller Zahlen

e 3,87
o 2,72
sin(90°) 0,00
! 6,28
In(1) 1,00
V15 0,33

1.4. Zahlengerade als Reprasentationsform fiir Zahlen

% —1“0 1[ 2 T?{ 4] 5 6]
41 I
—21 30 12 em g o
b)

{2;4}  [2;4]

1 0 0

2 X X

2,1 O X

3 0 X
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1.5. Technik fiir Zahlenvergleiche

a)
900 = 302 < (31)% < (40)% = 1600

oder
312 = (30 +1)2 = 30 + 60 + 1 = 961

b) Sei m das kleinste gemeinsame Vielfache der jeweiligen Nenner der vorliegenden Briiche. Wir
erweitern die Briiche mit passenden natiirlichen Zahlen, sodass die resultierenden Nenner
gleich m sind. Somit kénnen wir leicht erkennen, welcher Bruch kleiner und welcher grofier
als der jeweils andere ist.

8 _ 24 25 __ b
O 3=5<5=3
o 5 _ 75 64 _ 4
(i) 16 =210 > 210 = 15

o) (@) 4:22:(%)2<(%)2<(%)2:32:9
(ii) 12 = V144 < /150 < /169 = 13

1.6. Teilbarkeit einschlieBlich ggT, kgV und Primfaktorzerlegung

a) Die letzte Stelle der Zahl 6006 ist gerade, also ist 6006 durch 2 teilbar.
Die Quersumme von 6006 ist durch 3 teilbar, also ist 6006 durch 3 teilbar.
Die Quersumme von 6006 ist nicht durch 9 teilbar, also ist 6006 nicht durch 9 teilbar.
Die letzte Stelle der Zahl 6006 ist weder 0 noch 5, also ist 6006 nicht durch 5 teilbar.

3 7 9 4 23
b) s+ Hh=oitu=1
¢) 117=3-3-13
143 =11-13
= goT(117;143) = 13
= kgV(117;143) =3-3-11-13 = 1287

d) U7 _ 913 _ 9

143 — 1113 1

=
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1.7. Rechnen mit MaBeinheiten

a) (i) 6,7t —34kg—12000¢g
=6700kg — 34kg — 12kg
= 6654 kg

(ii) 24m-7cm+4dm - 6cm
=2400cm - 7cm 4+ 40cm - 6cm
= 16800 cm? + 240 cm?
= 17040 cm?

(iii) 6000cm? + 5¢
=6(+5¢
=11/

km 1000 m
0 =30 36005 = 83?‘*833*

1.8. Komplexe Zahlen (inkl. elementarer Eigenschaften)

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhohtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fiir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.
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Variablen und Terme

1.9. Elementare algebraische Regeln

a) (i) a— 3a®b — 4a®
=a (1 — 3ab— 4a?)
(ii) e*x? — 3z - e”
=(x—3)-z-e”

b) (i) 3(z+3)? —2x(x — 1) — (z — 4)?
=322+ 182 4+ 27— 222 4+ 22 — 22 + 8x — 16
=28x + 11

(i) =(=(+c—(5—-(+3))))
=+b+c—-5+3
=b+c—2

. 4-a-b+6-a

@) S r o+t
 2a(2b+3)

- 2b+3
= 2a

(iv) 3ab— (b(a —2) + 4b)
= 3ab — (ba — 2b + 4b)
=2b(a—1)

a’-b s a-b? *
0 (52)  (5%)
a8

T3 g9t 8
a-cd

b - d

1.10. Bruchrechnung und Umgang mit Bruchtermen

1 (z—1)(xz+1) 1+4+22-1 x?

1= =
r+1 T+ 1 z+1 rz+1 r+1
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1.11. Prozentrechnung, Proportionalitdt und Dreisatz
a) 0,3 -360° = 108°

b) In eineinhalb Tagen wiirden drei Hithner doppelt so viele Eier legen wie eineinhalb Hiihner,
also drei Eier legen. Ein Huhn wiirde in dieser Zeit den dritten Teil, das ist ein Ei, legen.
Also wiirden sieben Hithner in eineinhalb Tagen sieben Eier legen. Da sechs Tage viermal
so viel sind wie eineinhalb Tage, wiirden folglich die sieben Hiihner in sechs Tagen genau 28
Eier legen.

c) Esgilt 20g - 12ng ~ 2,2 g. Somit werden ca. 2,2g Hy benétigt.

32g

Es gilt 20 g - 187g ~ 17,8 g. Somit werden ca. 17,8 g O benotigt.

d) Die Wirkstoffmenge in der ersten Losung betrdgt 2 ml. Die Wirkstoffmenge in der zweiten
Losung betrdgt 6 mf. Somit kommen wir insgesamt auf eine Wirkstoffmenge von 8 m¢ in

500m¢ Losung. Die Mischung hat also einen Wirkstoffanteil von 535“& =1,6%.

e) Eine reelle Funktion f ist genau dann proportional, wenn...

wahr | falsch

..%:cmitceR\{O}gﬂt. X O
. flx)=m-z+bmit m, b > 0 gilt. O X
... der Graph von f eine Ursprungsgerade ist. X O
.. der Graph von f die Winkelhalbierende O X

des I. Quadranten ist.

(Un-)Gleichungen in einer Variablen und lineare Gleichungssysteme

1.12. Aquivalenzumformung und Implikation

Nur zwischen den Zeilen (z 4+ 2)* = 9 und (x + 2) = /9 liegt keine Aquivalenzumformung vor.
Die Zeile (z 4 2)* = 9 ist dquivalent zu

r+2=+V9=+43 oder z4+2=-V9=-3.
(Ausblick: An der Hochschule schreibt man in einem solchen Fall

(z+2)°2=9 < z4+2=49)



1. Mathematische Inhalte: Grundlagen 77

1.13. Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

Gilt @ < 0, dann hat die Gleichung (z + 2)? = a keine reelle Losung, da die Wurzel einer
negativen Zahl in R nicht definiert ist.
Gilt a = 0, dann gilt:

(242)2=0 <= 2+2=0 <= z=-2.

Somit hat diese Gleichung genau eine reelle Lésung.
Gilt a > 0, so folgt:

(z+2)?%=0a — z+2=+a oder z+2=-—\a
— r=-2++a oder z=-2-—+/a.

Somit besitzt diese Gleichung zwei Losungen.

1.14. Lineare und quadratische Gleichungen

a) (i) Es gilt:
0=2?+2z+1e (z+1)P2=0s2+1=0z=—1.
Dann ist L, = {—1}.

(ii) Es gilt:
0=22-52+6< (r—2)(x—3)=0< 2 =2o0der x =3.
Dann ist L, = {2; 3}.
(iii) Es gilt:
O:x2—4:1:—|—5<:>(:c—2)2+1:0(:)(;1;—2)2:_1,
Dann ist L, = 0.
b) Es gilt:

0=2a>+4z + 2a
—4-2a=(z+2)°

= r=-2—+vV4—2a oder z = -2+ V4 — 2a.

Somit besitzt die Gleichung fir a < 2 mindestens eine Losung.

c¢) Beide Tarife lassen sich mittels Funktionen beschreiben, welche jeweils den Gesamtpreis in
Abhéngigkeit der Fahrminuten angeben. Fiir Tarif A definieren wir die reelle Funktion f mit
f(z) = 9241000 und fiir Tarif B definieren wir die reelle Funktion g mit g(x) = 19z. Es gilt
9(0) < f(0). Wir suchen also den Schnittpunkt der beiden Funktionsgraphen. Es gilt:

g(z) = f(x) <= 192 =92 + 1000 < = = 100

Es gilt also f(101) < g(101), also ist Tarif A ab 101 Fahrminuten giinstiger.
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1.15. Potenz- und Wurzelgleichungen (inkl. Rechenregeln)
a) (1) 318 316 318716 — 32 =9
if) 26 (l) — 2695 — 965 — 9l — 9
(iii) V81 = =3
iv)

23% — 9(3%) — 99 — 512

é

b) (i)$_2:3<:>$2:%<=>$=\/goderx:— %
(ii)ﬁ:2w©ﬂ22x©2:2x¢>w:1
(i)
2
(\/3x+\/27x) — 24
& 30423z 2Tx + 270 = 24

N 30z +2-V81lx2 =24

VN 30z +2-97 =24

& 48z = 24

. Lol
T 48 2

(iv) Y2=22=23=8

(v) 2° =1024 & x = log,(1024) = 10
(vi) 2* =271 e o= 27=3

(vii) 2’ =4 r=V4=2Vr=—V/i=-2

c) 27" < 0,01 & —n < log,(0,01) ~ —6,644
Also gilt die Ungleichung fiir alle n > 7.

0 ()" = ()" =% =5
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1.16. Betragsgleichungen
a) Es gilt:

|t —3|=22x—-3=2o0derx —3=-2
Sr=3+2o0derz=3-2
Sr=5oderx =1
Dann ist L, = {1; 5}.
b) Es gilt:

20 —3|=5<2rx—3=>5oder 2z —3=—5

@x—3+5 oder:c—ﬂ
) )

8
@x:§:4 oderx:T:—l

Dann ist L, = {—1; 4}.

1.17. Exponential- und Logarithmusgleichungen
a)

({L‘2 _ 4)60,595 =0
& (2 —2)(z+2)e%" =0
S r=2oder x = -2

Dann ist L, = {—2;2}.

b)
In(2x —3) =0
& 2r—-3=1
< T =2

Dann ist L, = {2}.
¢) Ly = {In(2)}
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1.18. Gleichungen mit trigonometrischen Funktionen
a) L, = {0;m;2n}

b) Mit dem Satz des Pythagoras fiir rechtwinklige Dreiecke gilt sin?(a) + cos?(a) = 12 = 1.
1

sin(a)

«

cos(a)

c) i) Es gilt tan(x) = zg;((x) Daher ist der Ausdruck fiir cos(z) = 0 nicht definiert und es
x
folgt Dy = R\ {5 + k-7 |k € Z}.
sin?(z)  cos?(z) + sin?(x) 1
ii) 14+ tan? =1 — —
if) 1+ tan*(z) * cos?(x) cos?(x) cos?(x)

1.19. Lineare und quadratische Ungleichungen

a) Es gilt:
9
3x—7>2—|—5x<:>—2:v—7>2<:>—2x>9<:>x<—5
b) Es gilt:
?-22=3s12-22-3=0(z+1)(z-3)=0
S r=-loderz=3
Daraus ergibt sich, dass x = —1 oder = 3 die Unleichung nicht erfiillt. Durch Einsetzen

von beispielsweise 5 bzw. 0 erkennt man, dass die Ungleichung fiir alle —1 < x < 3 gilt.

Oder:

Gezeichnet sind die reellen Funktionen f mit f(x) = 3 und g mit g(z) = 2? — 2z. Man
erkennt, dass g(x) < f(x) fiir alle z aus dem Intervall | — 1; 3[ gilt.

o) (i) ze]-22
(i) €] —o0; —2] und z € [2; 00]
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1.20. Ungleichungen mit Betragen

a) (i) Wir unterscheiden:
(I) Ist z > 3, so gilt z —3 = |z — 3| < 2, also = < 5.
(IT) Ist z < 3, so gilt —(x —3) = |z — 3| < 2, also = > 1.

Zusammengenommen ist L, =|1; 5].
Sei f eine reelle Funktion mit f(z) = |« — 3| und g eine reelle Funktion mit g(z) = 2,
so erhilt man die folgende Skizze:

o%ﬂ
—

/ Man sieht, dass die Ungleichung
\ (wie oben berechnet) fiir = €]1; 5[
gilt.
Il Il Il Il Il x |
-1 1234567

(ii) Wir unterscheiden:

(I) Ist z > 1,5, so gilt 2z — 3 = |22 — 3| > 5, also x > 4.

(IT) Ist z < 1,5, so gilt —(2x —3) = |22 — 3| > 5, also z < —1.

— N

Zusammengenommen ist L, =] —oo; —1[ U ]4;00[.

Sei f eine reelle Funktion mit f(x) = |22 — 3| und g eine reelle Funktion mit g(z) = 5,
so erhélt man die Skizze:

NP/

Man sieht, dass die Ungleichung
(wie oben berechnet) fir x € ] —
o0; —1[ und z € ]4; 00 gilt.

—4-3-2-1] 1 2 345
b) Sei f eine reelle Funktion mit f(x) = |3z — 6| und g eine Funktion mit g(z) = z+ 2, so erhilt
man die Skizze:

Wir sehen, dass fir z € [1;4] gilt
f(z) < g(x), also |3z — 6| < z+2.
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1.21. Lineare Gleichungssysteme mit bis zu drei Unbekannten (ohne

Matrixdarstellung)
a)
Gleichungssystem linear | nicht linear
I =1
W o o x
I y—- 2=z
I cy=>5
(ii) vy x
I 2x4+3y=7
o 1 atr+1=7
(iii) X
I 3z—y=5

b) Wir setzen die Gleichung II in die Gleichung I ein. Somit erhalten wir:

3
z+y=1 = y—-24y=1 = 2y=3 = y:§.

Setzen wir diesen Wert in die erste Gleichung ein, dann erhalten wir

3
r+y=1 = x+§:1 = T=-3.

1.22. Lineare Gleichungssysteme: Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen (ohne Matrixdarstellung)

Mit Hilfe des Gaufi’schen Algorithmus erhélt man:

r+3y+2z2=1
—2y=0
—4y =1

Das heifit, das Gleichungssystem ist nicht 16sbar.
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Elementare Geometrie

1.23. Geometrische Konstruktionen von Dreiecken bzw. im Dreieck

a) Zeichne eine Strecke AB der Linge 12 cm als Basis des zu konstruierenden Dreiecks. Schlage
um den Punkt A einen Kreis, dessen Radius mindestens die Hélfte der Linge der Stecke AB,

hier also mindestens 6 cm, betrégt.

Schlage um den Punkt B einen Kreis, der denselben Radi-
us hat. Die beiden Schnittpunkte dieser Kreise liegen auf der
Mittelsenkrechten der Strecke AB. Zeichne diese Mittelsenk-
rechte ein. Schlage nun einen Kreis mit dem Radius 8 cm um
den Schnittpunkt der Mittelsenkrechten mit der Strecke AB.
Waihle einen der beiden Schnittpunkte dieses Kreises mit der
Mittelsenkrechten als Punkt C' aus. Um ein weiteres Dreieck
mit den geforderten Eigenschaften zu erhalten, wéhle den an-
deren Schnittpunkt des Kreises mit der Mittelsenkrechten als
Punkt C’. Weitere mogliche Dreiecke existieren nicht.

Der Inkreismittelpunkt ergibt sich als Schnittpunkt zweier Winkelhalbierenden. Die Mittel-
senkrechte auf der Basis AB eines gleichschenkligen Dreiecks ABC' fillt zusammen mit der

Winkelhalbierenden des Innenwinkels des Dreiecks am Punkt C.

Eine zweite Winkelhalbierende lédsst sich konstruieren, indem
man einen Kreis um Punkt A schldgt, dessen Radius maximal
der Lange der kiirzeren der beiden von Punkt A ausgehenden
Seiten das Dreiecks entspricht. Der Kreis schneidet dann diese
beiden Seiten.Um jeden der beiden so entstandenen Schnitt-
punkte schligt man nun einen Kreis mit demselben Radius,
der so grof} zu wéhlen ist, dass diese beiden Kreise sich schnei-
den. Die Gerade durch den Punkt A und die Schnittpunkte
dieser beiden Kreise ist die Winkelhalbierende des Innenwin-
kels am Punkt A.

Der Schnittpunkt der so konstruierten Winkelhalbierenden er-
gibt den gesuchten Inkreismittelpunkt Mj.

Zunéchst konstruiere man den Winkel 5. Mittels Zirkelschlag um B der Lénge a erhalten wir
den Punkt C'. Mit erneutem Zirkelschlag um C' der Lange b erhalten wir die beiden moglichen
Punkte A7 und As. Insgesamt erhalten wir also zwei mogliche Dreiecke mit den geforderten

Eigenschaften.
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1.24. Satz des Pythagoras und Satze am Kreis (z. B. Satz des
Thales)

a) (i) Wird der Durchmesser eines Kreises durch einen weiteren Punkt auf der Kreislinie zu
einem Dreieck ergéinzt, so hat das Dreieck in diesem neuen Punkt einen rechten Winkel.
Es gilt auch die Umkehrung dieses Satzes:
Ist ein Dreieck rechtwinklig, so ist die dem rechten Winkel gegeniiberliegende Seite der
Durchmesser des Umkreises dieses Dreiecks.

(ii) In jedem rechtwinkligen Dreieck ist die Summe der Flacheninhalte der Kathetenqua-
drate gleich dem Fldcheninhalt des Hypotenusenquadrates.
Es gilt auch die Umkehrung dieses Satzes:
Entspricht in einem Dreieck die Summe der Flidcheninhalte der Quadrate iiber zwei
Seiten dem Quadrat tiber der dritten Seite, so ist dieses Dreieck rechtwinklig, wobei der
rechte Winkel von den beiden Seiten eingeschlossen ist.

b) Es gilt:
(10cm)? + (12cm)? = 244 cm? # 225 cm? = (15cm)>.

Somit ist das Dreieck nicht rechtwinklig.



1. Mathematische Inhalte: Grundlagen 85

1.25. Trigonometrie (inkl. Sinus- und Kosinussatz)

2)

sin(a) =2 | x
sin(a) = 2
tan(5) = &
cos(ff) = & | x

b) Betrachte ein Dreieck mit Katheten a und b, Hypotenuse ¢ und rechtem Winkel bei 7. Aus

dem Kosinussatz

& =a?+b* —2ab - cosy

erhélt man durch Einsetzten von v = 90° und wegen cos(90°) = 0 den Satz des Pythagoras:

 =a®+ b

¢) Mit dem Kosinussatz gilt:

b2 = a® 4+ % — 2ac - cos B

a’® + 2 —b?
= cosf=—"—
2ac
<a2 +c2 - b2>
= [ =arccos | ——
2ac
a® =b>+ % — 2bc - cosa
N b2 + ¢ —a?
cosqy = ————
2bc
N b2 + 2 — a?
« = arccos | ———
2bc

& =a®>+ b —2ab-cosy

S cosy = a?+b’—c
2ab
B a? + b2 — 2
= 7y = arccos (2@[))

Alternativ kann man nach der Berechnung von  (wie oben mithilfe des Kosinussatzes) auch
den Sinussatz nutzen, um « und 7 zu bestimmen:

sinae  sinpf . sinf-a . sinf-a
= = sina = = « = arcsin
a b b
siny  sinf . sinf-c . sinf-c
=3 = siny = 2 = v = arcsin
c
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1.26. Berechnung von WinkelgroBen, Langen und Flacheninhalten
bzw. Volumina bei einfachen Flachen- bzw. Korperformen
(z. B. Dreieck, Viereckstypen, Kreis, Pyramiden, Zylinder,
Kugel)

a) (i) Die Aussage ist stets korrekt, weil die Summe der Winkel einen gestreckten Winkel
o+ B = 180° ergeben.

\

(ii) Die Aussage ist nur fiir Winkel an parallelen Geraden korrekt,

sonst nicht.

(iii) Die Aussage ist stets korrekt wegen der Punktsymmetrie.

)

(iv) Die Aussage ist nur fiir Winkel an parallelen Geraden korrekt,

Va4

sonst nicht.
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b)

@
ayd

Es sei A die Oberflache, V' das Volumen, r der Radius und h die Hohe des Zylinders. Dann

gilt:

A =2mr? 4+ 27rh = 87 cm? + 327 cm? = 407 cm?

V = mr?h = 327 cm?®.

Somit betriagt der Oberflicheninhalt des Zylinders 407 cm?, was ungefihr 125,66 cm? sind,

und das Volumen betrigt 32w cm?, was ungefihr 100,53 cm? sind.

Es sei V' das Volumen, a die Lange der Grundseite und h die Hohe der Pyramide. Dann gilt:
’h |3V 360
V:% = a=y5-= TchZ\/ZSOcm.

Somit ist die Grundseite ungefahr 5,477 cm lang und der Flécheninhalt der Grundfliche
betrigt 30 cm?.

Der erzeugte Rotationskorper ist ein Kegel. Es sei V' dessen Volumen, h dessen Hohe und r
dessen Radius. Dabei ist r die halbe Seitenldnge und h die Hohe des Dreiecks. Also ist 7 = 5
und mit Hilfe des Satzes des Pythagoras berechnen wir die Héhe, ndmlich

h = /(100 — 25)cm? = 5 - V3 cm.

Es gilt
1 1 125 -
V==>m?h==>-7-5%-5V3cm?® = 57\/§7rcm?’.
3 3 3
Somit betrdgt das Volumen des Rotationskorpers %W cm?, was ungefihr 226,725 cm?

sind.
Es gilt im rechtwinkligen Dreieck

3 3
sin(a) = 1 - o= arcsin <4> ~ 48,59°.

Also schliefit die Leiter mit dem Boden einen Winkel von ca. 48,59° ein.
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1.27. Kongruenz und Ahnlichkeit (und zugehédrige Abbildungen)

a) Die Aussage (i) ist wahr.

b)
(i) (ii)
el
5 B \ SR
£
C yd N \ \ A’
K N T4
/ AT NEIRE %S |
- ! e TN I
A=A n/ Al N
\ \ . NN / /
\ 13 /
/ X, /| B
C [~ ‘\._‘:.g ~ I
/
~ - _ -
p —1=
(iii)
B
& \
\
oY
\
Al
‘ \
c’
NE

¢) SSS: Zwei Dreiecke, die in ihren drei Seitenlédngen iibereinstimmen, sind kongruent.
SWS: Zwei Dreiecke, die in zwei Seitenldngen und in dem von diesen Seiten eingeschlossenen
Winkel {ibereinstimmen, sind kongruent.
WSW: Zwei Dreiecke, die in einer Seitenlinge und in den dieser Seite anliegenden Winkeln
iibereinstimmen, sind kongruent.
SsW: Zwei Dreiecke, die in zwei Seitenldngen und in jenem Winkel {ibereinstimmen, der der

langeren Seite gegeniiberliegt, sind kongruent.

d) Bei dem neuen Dreieck A’B'C’ sind im Vergleich zum urspriinglichen Dreieck ABC' die
Seitenléngen doppelt so lang, die Winkel gleich grofi und der Fliacheninhalt viermal so grof:

C/

AA’B’C” = 2a - 2b . Sll'l(’}/)
=4-ab-sin(vy)
=4-Aspc
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1.28. Strahlensatze

richtig | falsch
b _ ¢
o= d - @
b __ d
a= ¢ X -
b _ d
c=%| m® O
e __a
f=¢| ® O

1.29. Kreisgleichung (v — a)? + (y — b)? = r?

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhohtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.

Funktionen

1.30. Begriff/Definition einer Funktion

Eine Funktion ordnet jedem Element der Definitionsmenge genau ein Element des Werteberei-
ches zu. Also stellt nur der folgende Graph eine Funktion dar:

3) Y
3,,
2

‘ T

-2 - 1 2 3 4 5 6
1L

1.31. Definitionsmenge und Wertemenge
a) Die Wertemenge ist W = [—1; oo].

b) Alle negativen Zahlen z.B. —1 oder —100 sind Werte, die in die Funktion nicht eingesetzt
werden diirfen.

¢) (i) Alle Zahlen zwischen —1 und 1, z.B. —% oder 0 oder % (aber nicht —1 oder 1 selbst)
sind Werte, in denen f(x) nicht definiert ist.

(ii) Die groBtmogliche Definitionsmenge ist D = R\ | — 1; 1].
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1.32. Reprasentation von Funktionen (Tabelle, Graph, Gleichung)
a) fz)=2"
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1.33. Transformation von Funktionen (Spiegelung, Verschiebung,
Streckung/Stauchung) an Funktionsgraph und -gleichung

a) g(z) = (z—3)* -2

b) Folgende Transformationen liefern die Funktionen g1, ..., g4:
gi(z) = | g2(z) = | g3(z) = ga(z) =
fl@)+3 | f(=22) | 3f(x) =5 | =3f(z +4)
in x-Richt
Stauchung in z-Richtung X
in y-Richtung X
in xz-Richt
Streckung S
in y-Richtung X
. an z-Achse X
Spiegelung
an y-Achse X
oben X
Verschiebung nach unten ‘ ‘ ‘ X ‘
rechts ‘ ‘ ‘ ‘
links ‘ ‘ ‘ ‘ X

1.34. Lineare und quadratische Funktionen

a) Fiir f(z) = 1z +2 gelten: f(0) =2, f(2) =3, f(6) = 5. Also kdnnten die Messpunkte einem
linearen Zusammenhang unterliegen.

b) f(z) = 2% —1.

1.35. Potenz- und Wurzelfunktion

a) Die Aussage ist wahr.
Begriindung: Wenn n € N gerade ist, gilt n = 2m mit m € N. Damit folgt

b) (i) Die Uberlegung
3r—6>0=>22>2

liefert die Definitionsmenge D = [2; oco].
(ii) Die Wertemenge ist W = [0; oo|.

(iii) Fiir die Nullstellen von ¢g muss gelten:

V3xr—6 =0
& 3r—6=0
& T = 2.

Also gibt es genau eine Nullstelle bei x = 2.
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1.36. Exponential- und Logarithmusfunktionen

Funktionsterm | 1 | 2 | 3 |4 | 5|6 | 7

In(x) X
21In(x) X
In(z) 4+ 1 X

1.37. Trigonometrische Funktionen (inkl. BogenmaB, Kenntnisse
spezieller Funktionswerte, Polarkoordinaten)

a) @ bzw.

b) (i) b= 2

tan «

(ii) o = arcsin (a)

2
¢) a = arccos ;f> = 135°,

60° s

= 3600 T 3

¢ =sin(60°) = %\/g

d)
sin cos tan

0° 0 1 0
300 1 | Liv3 V3
45° | 32 | 12 1
60° | 3v3 | 3 V3
90° 1 0 nicht definiert

e) z.B. f(z) = —2sin(2z) + 2
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1.38. Verkettung von Funktionen
a) g(f(x)) = sin®(z) + 2sin()

Anmerkung;: sin?(x) = (sin(z))?

b) f(g(x)) = sin(2? + 22)

1.39. Symmetrie
a)

achsen- punkt- keine

Funktion f mit der symmetrisch symmetrisch Aussage

folgenden Eigenschaft fiir alle z € R | (zur y-Achse) | (zum Ursprung) | moglich

flx) = f(=2) X

f(z) =—f(-=) X

f@)=a X

fiir ein a € R\ {0}

flaz) = af(z) X

fur ein a € R\ {0}

b) Skizziert werden muss der Graph einer Funktion, der symmetrisch zur y-Achse verlauft, also
z. B. eine Normalparabel.

Y

1.40. Monotonie

a) Die Aussage ist falsch. Ein mogliches Gegenbeispiel ist die Funktion f mit f(z) = 2. Fiir sie
gilt auf jedem Intervall f/(x) > 0, aber f ist nicht streng monoton steigend.

b) Die Aussage ist wahr.
c¢) Die Aussage ist wahr.

d) Die Aussage ist falsch. Ein mogliches Gegenbeispiel ist die Funktion f mit f(z) = 42. Sie ist
monoton fallend, aber nicht streng monoton fallend.

e) Die Aussage ist falsch. Ein mégliches Gegenbeispiel ist die Funktion f mit f(x) = 23. Sie ist
streng monoton steigend, aber f'(0) = 0.
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1.41. Nullstellen

b) Gesucht ist z mit f(x) = x(2? — 22+ 1) = 0.
Die Gleichung ist erfiillt, falls z = 0 oder (22 — 2z + 1) = 0.
Als erste mogliche Losung erhélt man also x1 = 0.
Es gilt ferner (22 — 2z + 1) = (z — 1)? = 0 genau dann, wenn z = 1. Also ist 29 = z3 = 1
eine weitere Nullstelle von f. Weitere Nullstellen gibt es nicht.

c) f(e)=(z+3)(z+1)(z—2)
d) Es gilt

0=f(z)=2*>—-2r+a
Sr=1++v1—a oder z=1-+1-—a.

Also existieren genau dann zwei Nullstellen, wenn a < 1.

1.42. Asymptotisches Verhalten von Funktionen

a) Fir x — oo gilt f(x) — oc.
Fir x — —oo gilt f(z) — —o0.
Es gibt also mindestens eine Stelle ¢ mit f(zg) = 0.

b) Fiir z — oo gilt f(z) — oo.

Fiir ¢ — —oo gilt f(z) — 0.

1.43. Polynome (Grad n), elementares Rechnen mit Polynomen
a) f(z)+g(z) = 3+ a)z" + 22> + (5 + d)
b) f(z)-g(x) = 3ax® + 2ax% + (5a + 3d)x* + 2dx? + 5d

c) f(z) —g(x) = (a —3)a* — 222 + (d — 5)

1.44. Polynomdivision

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhohtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.
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1.45. Gebrochen-rationale Funktion

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhthtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fiir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.

1.46. Begriff der Umkehrfunktion inkl. zentraler Beispiele (Potenz-,
Wurzel-, Exponential- und Logarithmusfunktionen und
trigonometrische Funktionen)

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhthtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fiir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.

1.47. Funktionen mit Fallunterscheidung
a) Fir f ergibt sich folgender Graph:

Y

H=

Fiir g ergibt sich folgender Graph:
Yy

e
o

2?2 fir —2<z<2,
1 sonst.
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1.48. Funktionsscharen (Funktionen mit Parametern)

a) (i) Der Parameter a gibt an, ob die Parabel gestreckt (|a] > 1) oder gestaucht (|a| < 1)
ist, und ob die Parabel nach oben (a > 0) oder nach unten (a < 0) gedffnet ist.
Der Parameter d gibt an, ob die Parabel nach links (d < 0) oder nach rechts (d > 0)
verschoben ist.
Der Parameter e gibt an, ob die Parabel nach oben (e > 0) oder nach unten (e < 0)
verschoben ist.

(ii) d=-3und e =2
b)

0O flx)=2%+a

1.49. Funktionen mit mehreren Variablen

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhthtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fiir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.

1.50. Bijektivitat, Surjektivitat und Injektivitat (von Funktionen)

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhohtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fiir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.
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Folgen und Reihen

2.1. Propadeutisch mit Folgen umgehen
a) Eine Losung ist z. B. ay = 12, a5 = 15, ag = 18, a, = 3n

Anmerkung: Die Eindeutigkeit der Loésung zu a) ist mathematisch nicht zwingend. Es
existieren alternative Losungen, die angegebene Losung ist jedoch fiir viele Menschen die
naheliegendste.

b) Es werden die ungeraden (natiirlichen) Zahlen beschrieben: 1, 3, 5, 7, ....

2.2. Intuitives Grenzwertkonzept (z. B. = — a, ohne expliziten
Folgenbegriff) und Grenzwertbestimmung

a) Es gilt f(x) — 0 fir x — oo.

b) f(n) springt zwischen 1 und —1. (Deshalb existiert kein Grenzwert.)

2.3. Arithmetische und geometrische Folgen

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhohtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.

2.4. Bildungsvorschrift von Folgen (rekursiv, explizit)

a) a, =2""1

b) a3:11

2.5. Formales Grenzwertkonzept (auf Basis von Folgen) und
Grenzwertbestimmung

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhohtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.
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2.6. Propadeutischer Umgang mit Reihendarstellungen (als Folge
von Partialsummen)

a) Es gilt
Ss = a1+ ag+az+ aqg +as
=(124+3)+(224+3)+ 32 +3)+ (42 +3)+ (5> +3)
=44+ 7+12+19 + 28
= 170.
b)

100
> K
k=1
Anmerkung: Das Summenzeichen wird als abkiirzende Schreibweise nicht in allen Schu-

len eingefiihrt, aber an der Hochschule, ebenso wie das Produktzeichen II als abkiirzende
Schreibweise fiir Produkte, viel genutzt.

2.7. Arithmetische und geometrische Reihe

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhohtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fiir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.

Stetigkeit, Differential- und Integralrechnung (Riemann-Integral)

2.8. Anschauliches Stetigkeitskonzept (z. B. als ,,durchgezogener

Graph*)
stetig nicht stetig
f O X
g X O
h X O

2.9. Formales Stetigkeitskonzept (z. B. als ¢ — 6—Definition oder
mittels Idee der Folgenstetigkeit)
Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhohtes Anforde-

rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.
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2.10. Konzeptuelles Verstandnis von Ableitung und Integral

a) (i) Man mochte den Flacheninhalt zwischen der -Achse und einer Funktion in einem Inter-
vall ndherungsweise bestimmen. Wir berechnen dazu den Fliacheninhalt von Rechtecken,
die einheitliche Breiten und jeweils einen Funktionswert als Hohe haben und summieren
diese. Dies liefert eine grobe Néaherung des Fldcheninhalts.

(ii) Sei A der zu berechnende Flidcheninhalt und f die dargestellte Funktion. Dann gilt:
A 2(f(0) + f(2) + f(4) + f(6) + f(8))-

(iii) Mogliche Verbesserungen sind zum Beispiel die Verwendung von Trapezen anstelle von
Rechtecken oder die Verkleinerung der Breite der Rechtecke.

b) (i)

Az | Ay=f(zo+Az) — f(zo) | £
6 1
1,2 0,6
0,5 0,5
0,1 0,041 0,41
0,01 0,00401 0,401
0,001 0,0004001 0,4001

(ii) Im Steigungsdreieck muss Az gegen 0 gehen. Das betrachtete Intervall wird dadurch
unendlich klein und wir erhalten die lokale Anderungsrate in z.

(iii) Wenn Az gegen 0 strebt, strebt % gegen 0,4. Dieser Wert ist die Tangentensteigung
des Graphen der Funktion f an der Stelle x = 2.

2.11. Definition der Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit mit
formalem Grenzwertkonzept auf Basis von Folgen
Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhohtes Anforde-

rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fiir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.
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2.12. Graphische Interpretation von Differenzierbarkeit (z. B. , kein
Knick im Graph*)

a) Die Funktionen f und g sind nicht differenzierbar. Der Graph von f hat eine Sprungstelle,
der Graph von g einen Knick. A ist differenzierbar, da die Kurve weder Knicke, Sprungstellen
noch Licken aufweist.

b)

N W s D

o0
=0

—3 -2 1 1

Anmerkung: Es ist nach den Stellen (auf der z-Achse) gefragt. Eine Markierung der ent-
sprechenden Punkte am Graphen wére entsprechend nicht korrekt.

2.13. Rechnerisches Differenzieren und Integrieren reeller

Funktionen
a) (i) fi(z)=n-a""!
(if) f'(z) =e"
(i) f'(z) = 3=
(iv) f'(x) = cos(z)
(v) f'(z) = —sin(z)
(vi) f'(z) =0
(vii) f'(x) = 322 — 6z
(viii) f'(z) =9(1 — 2?)8 - (—2z) = —18x(1 — 2?)®
)
i)
)

¢) Fiir f(x) = 2° gilt f/(z) = 322 und eine Stammfunktion ist gegeben durch F(z) = 1z
1

Es folgt: f/(4) = 3 - 4% = 48 und /3 f(z)dz = F(3) — F(0) = 5.
0
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2.14. Anschauliche/graphische Beziehung zwischen Funktions- und
Ableitungsgraph
brauner Graph 1

blauer Graph 2
griiner Graph 3

OooX

roter Graph 4

2.15. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

a) (i) Es gilt
2 2 1
/ (223 +1) do = [az4 + m} = 10— (=5) = 105.

(ii) Es gilt
3 3

/05(1 +cos(2z)) dr = {x + ;sin(Qg;)}0 _ g 0= g

b) Es gilt
z xT
F(z) = / (6t2 — 8t) dt = [2t3 _ 4t2} — 223 — 422 — 18,
3 3

c) (i) Es ergibt sich folgende Skizze:
5 -

(ii) Bestimmung der Nullstellen von f:

f)=0e —2? +4=0
Sr=2 oder z=-2

Da f zwischen beiden Nullstellen positiv ist, ist der gesuchte Flicheninhalt gegeben
durch den Wert des folgenden Integrals:

2 1 2 8 8
2 L3 __° _9
[2( z +4) d:z:—[ 3x +4x}_2— 3+8 3+8

=2 =102
3 3
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(iii) Schnittpunktberechnung von f und g:

f(z) = g(x)
& —?+4=2x+1
& 2 +2r—-3=0
& r=-3 oder zxz=1

Da zwischen beiden Schnittpunkten f(z) > g(x) gilt, ist der gesuchte Flidcheninhalt
gegeben durch den Wert des folgenden Integrals:

[ () -gtop aa= [
= /_13 (_acz _2x+3) dr = [_;mg _$2+3x]13
5 32 9

=2 49=""—10%
37773 3

(—x2+4—2$—1> dz
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2.16. Definition und Bestimmung von Extrem- und Wendestellen

2)

b)

c)

Es gilt f(z) = 2% — 62 + 1, f'(x) = 322 — 6, f’(z) = 62 und f”(z) = 6. Wir priifen die
notwendige Bedingung fiir eine Extremstelle x von f:

fllz)=0 & 3:2-6=0 & z=+v2 oder z=-V2
Hinreichende Bedingung fiir eine Extremstelle z von f ist f'(xz) =0 und f”(z) # 0. Es gilt
f(V2) =0 und f"(v2) =6-v2 > 0.
An der Stelle /2 liegt eine lokale Minimalstelle vor. Auflerdem gilt
F(=V2) =0und f"(—v2) =6- (—V2) < 0.
An der Stelle —/2 liegt also eine lokale Maximalstelle vor.

Mit f(v/2) = 2v/2 — 6v/2 + 1 = —4y/2 + 1 befindet sich der Tiefpunkt bei (v/2 | —4v/2 +1).
Mit f(—v2) = —2v/2+6+/2+1 = 4y/2+1 befindet sich der Hochpunkt bei (—v/2 | 4v/2+1).

Wendepunkt:

Wegen f”(0) = 0 und f"”(0) # 0 liegt an der Stelle 0 ein Wendepunkt mit den Koordi-
naten (0| f(0)) also (0| 1) vor. Dies ist der einzige Wendepunkt, denn notwendig fiir einen
Wendepunkt ist die Bedingung f”(z) = 0, welche nur fiir z = 0 erfillt wird.

f ist monoton fallend zwischen der Maximalstelle und der Minimalstelle, also im Intervall

[—\/5; \/ﬂ

wahr | falsch

An jeder lokalen Maximalstelle &ndert sich das Monotonieverhalten der X
Funktion von streng monoton wachsend zu streng monoton fallend.

Eine Funktion hat immer an der Stelle ein Minimum, an der die Steigung X
ihres Graphen am kleinsten ist.

Bei einer Wendestelle ist die Steigung des Graphen der Funktion immer X
Null.

Bei einer Wendestelle hat die Steigung des Graphen der Funktion ein X
lokales Maximum oder lokales Minimum.

Eine zweimal differenzierbare Funktion g mit g(z)” # 0 hat an der Stelle X
x eine Extremstelle.
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2.17. Extremwertprobleme

Die Funktion u, die in Abhéngigkeit von x den gesuchten Umfang angibt, lautet

1
u(z) =2x+2- f(x) = —§x2+2x+8.

Es gilt: v/(z) = —z + 2.
Wir bestimmen die Nullstelle der ersten Ableitung und somit eine mogliche lokale Extremstelle:

u(r)=0 & z=2.

Es handelt sich um ein Maximum, da v’ (z) = —1 < 0.

Dieses lokale Maximum ist gleichzeitig das globale Maximum auf dem Intervall [0; 4], da u(2) =
—244+ 8 =10 ist und fiir die Rénder des Intervalls gilt

w(0)=2-04+2-f(0)=0+2-4=8<10

und
u(4)=2-4+2-f(4)=8+0=_8<10.

Der maximale Umfang des gesuchten Rechtecks ist also 10 LE.

2.18. Rotationsvolumen

Losung a) ist richtig.

2.19. Begriff des Algorithmus

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhohtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fiir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.

2.20. Einfache Numerische Methoden (wie z. B. Trapezregel oder
Newtonverfahren)
Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhohtes Anforde-

rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fiir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.
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Differentiations- und Integrationsregeln

2.21. Potenz-, Faktor- und Summenregel (Differential- und
Integralrechnung)

a)

f'(r) = 6ar
b)
f'(t) = ;% + 21“%
)
/027r cos(z) dz + [f: cos(z) do = /027r cos(z) do = {sin(m)} zﬂ =0
Q)
/(cos(ac) +2z) dz = /cos(x) dz + /Qm dz = sin(z) + 22 + C mit C € R
e)
/71r\m€d \f/ :———+Cm1tCER
f

1
/e*“w dr=—=-¢e™ 4+ CmitCeR
a

2.22. Produktregel (Differentialrechnung)

f(2) = —sin(z) e + cos(z) e = (cos(z) — sin(z)) e
2.23. Kettenregel (Differentialrechnung)
fla)=2-e>"
fl(2) =" +ze 20 = (227 +1) e

ity = () 1 o () - 2
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2.24. Substitutionsregel (Integralrechnung)

a) Wir nutzen die Substitutionsregel. Mit ¢ = x + 4 und damit dt = dz gilt
5 5 L 1 6 .
(x+4)° de= [t dt:6t+0:6(x+4) + C mit C € R.

b) Wir nutzen die Substitutionsregel. Mit ¢t = 3x — 2 und damit dt = 3 - dx gilt

1 1 1
/e3r—2 d$:/§6t dt = get+ C = ge?’x_2+ C mit C € R.

2.25. Partielle Integration (Integralrechnung)

a)
/x -sin(x) dz = —x - cos(x) — /— cos(z) de = —x - cos(z) +sin(x) + C

Eine Stammfunktion von f ist also z. B. gegeben durch

F(t) = —x - cos(z) + sin(x).

/t cem 3t dt = —2te™ 3! —/—2e—%t dt

= —2te 2! —de 2l 4+ C = —2(t+ 2)67% + C

Eine Stammfunktion von g ist also z. B. gegeben durch

G(t) = —2(t + 2)e 2.

3 3
/ toem3t dt = [—2(t+2)e_%t}
0 0

= —2(3+2)e 23 + 20+ 2)e 20
= 1073 +4
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Vorstellungen von Ableitung und Integral

2.26. Ableitung als Tangentensteigung

a) Wir betrachten die Umgebung von f an der Stelle z = 0:
Fir < 0 und 0 < z < 2 ist die Ableitungsfunktion negativ, d.h. der Graph von f ist
monoton fallend fiir x € (00; 0] und x € [0;2]. Fiir x = 0 ist die Ableitungsfunktion 0. Damit
liegt an der Stelle x = 0 ein Sattelpunkt vor.

Wir betrachten nun die Umgebung von f an der Stelle x = 2:

Fir 0 < z < 2 ist die Ableitungsfunktion negativ. D. h. der Graph von f ist monoton fallend
fiir z € [0;2] . Fiir z > 2 ist die Ableitungsfunktion positiv, d. h. der Graph von f ist monoton
steigend fir z € [2,00). Fir = 2 ist die Ableitungsfunktion 0. Damit liegt an der Stelle
x = 2 ein Minimum vor.

O ja X nein O nein

2.27. Ableitung als lokale Anderungsrate

Der Funktionswert f’(t) gibt die momentane Anderungsrate der Anzahl der erkrankten Personen
zum Zeitpunkt ¢ an. Da f fiir ¢t < 3 positive Funktionswerte annimmt, lisst sich erkennen, dass
fiir ¢ < 3 mehr Menschen krank als gesund werden. Fiir ¢ > 3 nimmt f’ negative Funktionswerte
an, d.h. mehr Menschen werden gesund als krank.

Anderungsrate
4 1
3 1
2t I
1 £+
‘ ‘ F\ ‘ ‘ ~ Monate
-2 -1 1 2 3 4 5 6 7
—1 +
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2.28. Ableitung als lokale lineare Approximation

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhthtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.

2.29. Bestimmtes Integral als orientierter Flacheninhalt

™

/07r sin(z) dz = { — cos(a:)} =2

0

/:W sin(z) do = [— cos(a:)} 72:7 =-2

ot 2T
/ sin(z) doz = [— cos] =0
0 0

/27r sin(z) dz

s

b) A= —92492=4

_l’_

/07r sin(z) dx

2.30. Bestimmtes Integral als rekonstruierter Bestand aus
momentaner Anderungsrate

Es gilt

1 1
/——t2+2t+1 dt = ——t*+ 1> +1+C.
5 15
a) Wir berechnen die Wassermenge, die nach drei Stunden in diesem Becken ist:

3.1 1 351
— 24 2%+1dt=|——t3 +¢2 t} =,
/0 U2t [ S =5

Nach drei Stunden sind in dem Becken 10,2m3 Wasser.

b) Wir berechnen die maximale Wassermenge im angegebenen Zeitintervall. Wir berechnen also
die zugeflossene Wassermenge im gesamten Zeitintervall:

9 1 1 9207
/—t2+2t+1dt:{—t3+t2+t] ==
o b 15 0

In dem Zeitintervall sind 41,4m3 Wasser zugeflossen.



3. Mathematische Inhalte: Lineare Algebra und
Analytische Geometrie

3.1. Vektoren als Pfeilklassen

QJ
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3.2. Komponentendarstellung von Vektoren im R?

Wahlt man
1 —4 -3
OD=0A+BC=|4a |+|-a|=]0],
-1 -1 —2
so erhélt man D(—3|0] —2).
Wahlt man
7 11
OF=0C+AB=|4|+a|l=]|s],
3 5 8
so erhélt man FE(11(88).
Wiéhlt man
1 4 5
OF—0A+CB=| 4 |+|4]|=]3],
-1 1 0
so erhélt man F'(5|8]0).
D C E

3.3. Elementare Operationen mit Vektoren (Addition,
Skalarmultiplikation, Skalarprodukt und Kreuzprodukt)

Vektor | Zahl | nicht definiert
UXvU X O O
o VoW O O X
(@ —U) — (-7 + 1) X O O
Gx T+ O O =
|| - (Vo) O X O
(@ x @) — & X m O
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3.4. Skalarprodukt und Kreuzprodukt

a) Zwei Vektoren sind genau dann orthogonal zueinander, wenn ihr Skalarprodukt Null ist. Es
gilt

2
dlof 1 |=24+4-1+6-(-2)=8+4-12=0.
6 )

Also sind die beiden Vektoren orthogonal.

b) Um einen Quader aufzuspannen, muss ein solcher Vektor orthogonal zu den beiden Vektoren
aus a) sein. Eine Moglichkeit ist durch das Kreuzprodukt der in a) vorliegenden Vektoren
gegeben:

2 4 4.(-2)—6-1 —14
c=l4a|x|1|=]6-4-2-(=2)| =] 28
6 —2 2.1-4-4 —14

¢) Zur Berechnung des Winkels kénnen wir die Formel

dob
cos(y) = —=
|l - [b]
verwenden. Es gilt
2 —2
dob=| 2 |o|l 3 |=2-(-2)+2-3+(=6) (—6) =38
—6 —6

und

= V44 V49,

Damit erhalten wir -
aob 38 38

COS = = = = .
) @ -|b] V4449 /2156

Es folgt v ~ 35,1°.
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3.5. Kollinearitat von Vektoren

a) Aus ¢ = 3@ und d= —0,5d und ¢ = —6d und f: 4b folgt, dass @, ¢ und d sowie b und f
kollinear sind.

b) Der gesuchte Vektor ist €. Ein dazu kollinearer Vektor ist z. B.

—6

3.6. Linearkombination und lineare Abhangigkeit von Vektoren (iiber
Kollinearitat hinaus)

a) c=da
d= (a+7)

b) é=—b+d=a—b
J:%(&a’):%(&dﬁa’):%g

3.7. Matrizen, Matrizenaddition, Matrix-Vektor-Multiplikation (nur
2x2-Matrizen)

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhohtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein fiir allgemeinbildende Schulen abgebildet und wird
daher nicht fiir ein MINT-Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.

3.8. Matrizenmultiplikation und inverse Matrizen (nur 2x2-Matrizen)

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhohtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein fiir allgemeinbildende Schulen abgebildet und wird
daher nicht fiir ein MINT-Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.

3.9. Geometrische Transformation (Spiegelung, Rotation,
Skalierung) und deren Darstellung durch Matrizen im R?
Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhohtes Anforde-

rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fiir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.
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3.10. Analytische Beschreibung bzw. Darstellung von Punkt, Gerade
und Ebene in Ebene und Raum

a) Eine Geradengleichung fiir eine Gerade durch die Punkte A und B erhilt man z. B. durch
Z=7d+s-(b—7a) mit s €R, also

2 3—2 2 1
Z=|-1|+s-|4+1|=]|-1|+s-| 5
4 1-4 4 -3

b) In Parameterform erhélt man als eine Gleichung der Ebene 7 = @ + s - (5) —ad)+t-(¢-1a)
mit s, € R, also

2 3-2 —-1-2
T=|-1|+s-[4+1|+t-| 8+1
4 1—4 3—4
2 -3
=|-1|+s-| 5 |+t-|[9
4 -3 -1

Alternativ kann eine Gleichung der Ebene auch in Normalform angegeben werden, z. B. durch

E:((b-@)x(¢=@))olT-a]=0

[ 1 -3 2
& FB 5 x| 9 o|Z — | -1 =0
| \-3 -1 4
-5+ 27 2
s F 941 |ol|Z—1]=1 =0
9+15 4
22 2
& F 10]o|Z—1] =1 =0
24 4

¢) D liegt in der Ebene E, wenn d die Ebenengleichung erfiillt, das folgende Gleichungssystem
also losbar ist:

I 245—-3t=-2
II —14554+9t=3
11 4—-3s—t=6

Aus I folgt s = 3t — 4.
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Wir setzen I in II ein:

~1+45-(3t—4)+9t =3

& —1+156—-2049t =3
& 24t =24
& t=1
= s=3—-4=-1

Wir setzen die Ergebnisse in die Ebenengleichung ein:

2 1 -3 2-1-3 —2
1|+ |5 |+1-|9|=]|-1-5+9|=]|3|=d
4 -3 —1 4431 6

Somit liegt der Punkt D in der Ebene.
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3.11. Analytische Beschreibung und Darstellung von Kreis und
Kugel in Ebene und Raum

a) (w1 —2)2 + (22 +3)%+ (23— 1)2 =50
b) Es gilt

(3—-22+(A+3)2+(1-1)2=1+4940=50.

Somit liegt @@ auf der Kugel.

3.12. Winkel- und Lagebeziehungen (Schnittpunkt, Abstand) von
geometrischen Objekten in Ebene und Raum

Zunéchst stellen wir fest, dass die Richtungsvektoren von g und von A nicht kollinear sind. Also
haben g und h entweder einen Schnittpunkt oder sind windschief.

Da offenbar der Punkt P(1]2]4) auf beiden Geraden liegt, konnen g und A nicht windschief sein.
Also schneiden sich g und A (im Punkt P).



4. Mathematische

Inhalte: Stochastik und

bereichsiibergreifende Inhalte

Stochastik

4.1. Abzdhlende Kombinatorik (Permutationen, Variationen,
Kombinationen, Zahlprinzipien)

Es werden 3 Kugeln gezogen. .. Anzahl
10! 10 10!
ohne Zuriicklegen mit Beachtung | X - 0 103 O ( ) O £l
der Reihenfolge ) 7 )
13 12! 10
ohne Zuriicklegen ohne Beachtung | O ( ) a el o 310 X ( )
der Reihenfolge 3 ' 3
. . . 10! 12 3
mit Zuriicklegen mit Beachtung der | O —- 08-9-10 O = 10
. 3! 3
Reihenfolge

4.2. Wahrscheinlichkeit sowie diskrete ZufallsgroBBen
(Binomialverteilung) und Normalverteilung

P(X =0) = (10()) (;)O @)10 ~ 0,0173
(2)
P(X <5)=P(X <4)
=P(X=0+P(X=1)+P(X=2)+P(X =3)+P(X =4)
(1)@ A 0)EE ()6 G
AHIONORWIONG)
~ 0,7869
(3)
PB<X<T=P(X=7+PX=6)+PX=05)

+P(X =4) + P(X = 3) ~ 0,6975
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(ii) Es wird 10 mal gewiirfelt. Die Zufallsgrofie X beschreibt z. B. die Anzahl der gewtirfelten
Einsen und Zweien. Dann ergibt sich fiir die beschriebenen Werte:
P(X = 0): Dies ist die Wahrscheinlichkeit, dass in 10 Wiirfen keine Eins und keine Zwei
geworfen wird.
P(X < 5): Dies ist die Wahrscheinlichkeit, dass in 10 Wiirfen weniger als 5 mal eine
FEins oder Zwei geworfen wird.
P(3 < X < 7): Dies ist die Wahrscheinlichkeit, dass in 10 Wiirfen mindestens 3 mal
und maximal 7 mal, eine Eins oder Zwei geworfen wird.

b) (i) Es ergibt sich folgende Tabelle:

k 2|3 ]4]5]6
P=n 515150515
(ii) Wegen
P(4)- P(B) =35 = 5 = P((%:2) = P(AN B)

sind A und B stochastisch unabhéngig.

¢) (i) Eine Binomialverteilung mit den Parametern n und p lésst sich durch eine Normalver-
teilung anndhern, falls fiir ihre Standardabweichung ¢ die Laplace-Bedingung

oc=y/n-p-(1—p)>3

gilt.

(ii) Es muss die Stichprobengréfie n beachtet werden, da sich die Binomialverteilung fiir
groe n der Normalverteilung annéhert. Man betrachte dazu folgende Diagramme.

0,31y n=10;p=05

TN
’ /7 N\

/ N\

_~ S~

0,1

0,05 +

20 25 30
(iii) Es gilt

5 19 3600
— (1= — - — ——— ~ 189/47.
n ( 100)>9<:>n 400>9<:>n> 19 89,47
Der Stichprobenumfang n muss also mindestens 190 betragen, damit die Binomialver-

teilung durch die Normalverteilung angendhert werden darf.
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4.3. Grundlegende Begriffe der deskriptiven Statistik: Mittelwert,
Haufigkeit, Spannweite und Standardabweichung

a) Der Erwartungswert ist
E(X)=025-1+03-44+0,45-9 =55,
die Varianz
Var(X) =025 (E(X) —1)>+0,3- (E(X) —4)? 4+ 0,45 - (E(X) —9)* = 11,25
und die Standardabweichung o(X) = \/Var(X) = 3,3541.

b) Als arithmetischer Mittelwert ergibt sich

_ 37T+40+424384+40+45 121 -
T = = — =140,3
6 3
und die Spannweite ist R = 45 — 37 = 8.

Es gilt fiir die Varianz

37— L2+ (40— B2 4.+ (45 - B2 62 _
Var(X):( 3 )t 36)+ * 3):69:6,8.

Also ist die Standardabweichung o(X) = /Var(X) ~ 2,6247.
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Bereichsiibergreifende Inhalte

4.4. Konkrete Anwendung der Aussagenlogik (Aussagen und ihre
Verkniipfung, Aussageformen, Umkehrung von Aussagen,
Rechnen mit Aussagevariablen sowie Existenz- und
All-Aussagen)

a) (i) Die Aussage ist richtig. Sei f ein Polynom mit ungeradem Grad. Dann gilt ndmlich ent-
weder limy, o0 f(2) = —00, lim,—,_ o f(x) = oo oder limy, o0 f(2) = 00, limy—, o f()
—o0. In beiden Féllen ist gegeben, dass der Funktionsgraph mindestens einmal die z-
Achse schneiden muss.

(ii) Die Aussage ist falsch. Ein Gegenbeispiel ist die Funktionf mit f(x) = 22 —1. Sie besitzt
2 Nullstellen, und zwar bei —1 und 1.

(iii) Die Aussage ist richtig. Sei f eine quadratische Funktion, also
f(@)=az® +br+c mit a#0.
Es folgt f”(x) = 2a # 0. Damit wird die notwendige Bedingung fiir einen Wendepunkt
nicht erfiillt, also kann f auch keine Wendestellen besitzen.
(iv) Die Aussage ist falsch. 0 liegt nicht im Definitionsbereich.
(v)

(vi) Die Aussage ist falsch. Z. B. ist die reelle Funktion f mit f(x) = 0,5 monoton fallend.
)

Die Aussage ist falsch. 0 liegt nicht im Wertebereich.

(vii) Die Aussage ist falsch. Fir n = 1 ist die reelle Funktion f mit f(x) = x nicht achen-
symmetrisch.

(viii) Die Aussage ist falsch. Die Definitionsmenge der reellen Funktion f mit f(z) =+/z —5
ist die Menge aller Zahlen, die gréfler oder gleich +5 sind.

(ix) Die Aussage ist richtig. Da die trigonometrischen Funktionen 27-periodisch sind, reicht
es, die Funktionen im Intervall [0; 271] zu untersuchen. Die Maximalstelle von f(z) =
sin(x) auf diesem Intervall ist 7, da f'(§) = cos(§) = 0und (%) = —sin(§) = -1 < 0.
Nun gilt ¢"(5) = cos”(§) = —cos(§) = 0 und ¢"(5) = sin(3) = 1 > 0. Also ist §
Wendestelle von cos nach dem hinreichenden Kriterium.

b) Der Fehler wurde am 4. Folgepfeil gemacht. Dort wurde durch (a — b) geteilt. Da a = b nach
Voraussetzung gilt, folgt (a — b) = 0. Beim 4. Folgepfeil wurde also durch 0 geteilt.

Ein weiterer (kleinerer) Fehler besteht im letzten Folgepfeil. Dieser ist nur richtig fur b # 0.
Nach Voraussetzung ist nur b € R vorgegeben, also ist b = 0 nicht ausgeschlossen und der
letzte Folgepfeil damit nicht immer richtig.

4.5. Quantoren und Pradikatenlogik (Erganzung zu Aussagenlogik)

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhohtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fiir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.
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4.6. Beweisverfahren (direkter und indirekter Beweis, vollstindige
Induktion)
Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhohtes Anforde-

rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fiir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.
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4.7. Ubergeordnete Begriffe wie Definition, Beispiel, Aussage, Satz
(allgemeingiiltige Regel), Beweis, Heuristik

a)

Definition | Aussage | Satz | Beweis

Wenn bei einem Rechteck zwei aneinander gren- X X
zende Seiten gleich lang sind, ist es ein Quadrat.

Bei einem Quadrat sind alle Seiten gleich lang, X X
die Diagonalen halbieren sich und es gibt vier
rechte Winkel.

FEin Viereck heifit genau dann Quadrat, wenn sei- X
ne Diagonalen gleich lang sind, sich gegenseitig
halbieren und senkrecht aufeinander stehen.

Bei einem gleichschenkligen Dreieck ist eine Win- X
kelhalbierende eine Symmetrieachse, daher sind
die Basiswinkel gleich grof3.

Fin Viereck heifit genau dann Quadrat, wenn al- X
le Seiten gleich lang sind und es einen rechten
Winkel besitzt.

Jedes Rechteck ist auch ein Quadrat.
Jedes Quadrat ist ein Rechteck. X X

Wenn ein Viereck vier gleich lange Seiten hat, ist X
es eine Raute. Wenn ein Winkel bei einer Raute
ein rechter Winkel ist, muss der gegeniiberliegen-
de Winkel auch ein rechter Winkel sein, da gegen-
iiberliegende Winkel gleich grof} sind. Es bleiben
dann 180° Innenwinkel iibrig, die auf zwei Win-
kel aufzuteilen sind, sodass jeder Winkel 90° grof3
sein muss.

Erlduterungen:
Definitionen sollten keine iiberfliissigen Informationen enthalten.

Aussagen konnen auch falsch sein.
Ein Satz ist eine Aussage, fiir die es einen Beweis gibt.

Jeder Satz ist eine Aussage.

b) Heuristiken, z. B. Vorwértsarbeiten, Riickwértsarbeiten, systematisches Probieren, Suche nach
Beziehungen.
Prinzipien, z. B. Symmetrien, Analogien, Zerlegung (Fallunterscheidung, Extremalprinzip).
Hilfsmittel, z. B. Informative Figur/Skizze, Tabelle, Losungsgraph, Wissensspeicher (bekann-
te Definitionen, Sétze), Gleichungen.

Anmerkung:
Beispielhafte Losungsprozesse fiir die Probleme, die besonders viele dieser Prinzipien abbil-
den, finden sich in Aufgabe 5.31.
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4.8. Kenntnisse zu Zielen mathematischen Arbeitens (z. B.
Begriffsbildung, Untersuchung von Strukturen)

Die richtige Zuordnung ist (a)—(3), (b)—(2), (¢)—(4), (d)—(1), also

(a) Mathematik ist eine Geisteswissenschaft,
denn...

.. sie ist ein gedankliches Konstrukt mit ei-
nem rein logischen Gebaude.

.. sie bildet Begriffe losgelost von der Reali-
tat.

... sie untersucht und beschreibt abstrakte Zu-
sammenhéange.

(3) Beispiele:

Vermutungen mit Hilfe von Sdtzen und Defi-
nitionen beweisen;

verschiedene Zahlbereiche, Funktionstypen;
irrationale Zahlen sind nicht periodische nicht
abbrechende Dezimalzahlen

(b) Mathematik ist d&hnlich zu den Naturwis-
senschaften, denn...

. sie bildet teilweise natiirliche Strukturen
ab.

.. sie wird genutzt, um reale und alltdgliche
Probleme zu 16sen.

(2) Beispiele:

Geometrie als Abstrahierung der
men/Figuren in der Welt;
Flugbahnen von Raketen berechnen

For-

(c) Mathematik ist &hnlich zu den Sprachwis-
senschaften, denn...

.. sie nutzt eine eigene formale Sprache, um
Erkenntnisse zu formulieren.

. sie hat eigene Regeln zum Umgang mit
Zahlen und Symbolen.

(4) Beispiele:

eigene Symbole, Konventionen zur Formulie-
rung von Aussagen oder Beweisen;
Rechenregeln

(d) Mathematisch arbeiten hat handwerkliche
Aspekte, denn...
... man muss rechnerische Anforderungen be-
waltigen.

. man muss Hilfsmittel sachgerecht einset-

zen.

(1) Beispiele:

effizientes und geschicktes Rechnen;
Taschenrechner, Computer-Geometrie-Syste-
me, Geodreieck und Zirkel

4.9. Fehlerfortpflanzung und Fehler- und Ausgleichsrechnung

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhohtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fir ein MINT-

Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.
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Grundlagen (Rechnen, Hilfsmitteleinsatz, Darstellungen)

5.1. Schnelles und korrektes Ausfiihren von bekannten Verfahren
ohne elektronische Hilfsmittel (z. B. Bestimmen von Ableitung
und Integral; Losen von Gleichungssystemen; Umformungen,
wobei einfache Rechenschritte im Kopf gelost werden kdnnen)

3a 2 3 2 3-2 1
20—a2 2—a 2—-a 2—a 2—-a 2-a
b)
ac+y+x—y_xy+y2+:r2—xy
z y Ty
1:2—|-y2
=

5.2. Sicherer Umgang mit Taschenrechnern und Computern zur
Losung von Aufgaben (z. B. einfache graphische
Losungsverfahren, aber auch kritische Betrachtung von
Ergebnissen)

a) Die eindeutige Losung dieses Gleichungssystems ist

5723 10711 4752

Y7 86067Y T 4303 °° T 1303

b) Losungen der Gleichung sind z. B.
x ~ 0,75402494712 =~ 43,2024°,
x ~ 1,49076288606276 ~ 85,4144°,
2z ~ 4,712394054938 ~ 270,0003°,
x ~ 7,85398163356496 ~ 449,9999°

¢) Mathematisch gesehen hat Maria recht. Bei Pauls und Lenas Losungen wiirden die 50€ nicht
ausreichen. Marias Losung ist in der Realitdt allerdings nicht umsetzbar. Es kénnen alle
héchstens 16,66€ erhalten und 2 Ct. bleiben iibrig.

d) David hat nicht Recht.
Die Losungsmenge der Gleichung z2 = z ist L, = {0;1}. Der Taschenrechner gibt nur die
erste mogliche Losung der Gleichung an, die er durch ein Ndherungsverfahren ermittelt hat.
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5.3. Sprachliche Fahigkeiten (Deutsch, ohne spezielle
mathematische Fachbegriffe) zum Verstehen von

Aufgabenstellungen oder Texten zur Mathematik, z. B. in der

Fachliteratur

wahr

falsch

Das Beweisen als mathematische Methode entstand erst in neuerer Zeit.

X

Es gab in der Mathematik lange Zeit keine Einigkeit, wie der Begriff
,Wahrscheinlichkeit*“ zu definieren ist.

Ideen von Leibniz und Newton fithrten zur Infinitesimalrechnung.

Die Anfinge der Mathematik wurden von den ,alten Griechen“ gelegt.

Geometrische Figuren lassen sich nur per Zeichnung und nicht rechne-
risch beschreiben.

Man weif} bisher nicht, was Mathematik ist.

5.4. Sprachliche Fahigkeiten (Englisch, ohne spezielle
mathematische Fachbegriffe) zum Verstehen von
Aufgabenstellungen oder Texten zur Mathematik, z. B. in der

Fachliteratur

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhohtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fir ein MINT-

Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.

5.5. Sicherer Umgang mit grundlegender mathematischer

Formelsprache (ohne elektronische Hilfsmittel)

P4(B) beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass Ereignis B eintritt, unter der Voraussetzung,
dass Ereignis A eingetreten ist. Also beschreibt P4(B) die Wahrscheinlichkeit, dass ein Kind ein

Junge ist, wenn es bei rot iiber die Ampel gegangen ist.



5. Mathematische Arbeitstatigkeiten 125

5.6. Sicherer Umgang mit Standarddarstellungen von
Termen/Gleichungen, Funktionen, Diagrammen, Tabellen,
Vektoren und geometrischen Objekten (ohne elektronische
Hilfsmittel)

a) Es handelt sich um den Mittelpunkt der Strecke DC'.

D P C

X
O

b) Ben hat nicht recht. Im Jahr 2025 wird es bei gleichbleibendem Mitgliederschwund noch ca.
85000 Mitglieder geben. Ben hat nicht auf die Ordinate (y-Achse) geachtet.

c¢) Es ergibt sich ein Anstieg von 553 auf 566 Abiturientinnen und Abiturienten aus den ldndli-
chen Regionen und damit ein Zuwachs von 13 Personen.

5.7. Sicherer Umgang mit dem Summenzeichen und dem
Produktzeichen

Zum Summenzeichen siehe 2.6.

Das Produktzeichen ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhohtes Anforderungsni-
veau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fiir ein MINT-Studium in
Schleswig-Holstein vorausgesetzt.
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5.8. Schnelles und sicheres Wechseln zwischen unterschiedlichen
Standarddarstellungen (z. B. bei Termen/Gleichungen,
Funktionen, Diagrammen, Tabellen, Vektoren, geometrischen
Objekten sowie Summen- und Produktzeichen) ohne
elektronische Hilfsmittel

h(z) =23 — 222 + 8
h(z) = 223 + 8
h(z) =8z +8

h(z) = 323 — 322 +8 | x

Y

b) Eine mogliche Losung wire zum Beispiel

4,,

Sal
Sl




5. Mathematische Arbeitstatigkeiten 127

5.9. Entwickeln von Visualisierungen zu mathematischen
Zusammenhangen (d. h. geeignete Auswahl einer
Darstellungsart und Anfertigen der Darstellung ohne
elektronische Hilfsmittel)

b) (i) Das untenstehende Rechteck hat den Fliacheninhalt
ARechteck = g-h.

Da das rechtwinklige Dreieck genau das halbe Rechteck ist, folgt

1
Arechtw.D’reieck = 5 g h.

(ii) Es ergibt sich folgende Skizze, wobei g = a + b gilt:

Der Flacheninhalt des blauen Dreiecks ist die Summe der Flacheninhalte der beiden
rechtwinkligen Dreiecke D; und Dsy. Mit (i) gilt

1 1
ADlzi-a-hundAD2:§~b-h.



5. Mathematische Arbeitstatigkeiten 128

Es folgt

Fiir ein beliebiges Dreieck ergibt sich somit die Flacheninhaltsformel

g-h.

DN =

ADreieck =

Zwischen 0 und g X

Zwischen g und 7

Zwischen 7 und %7?

Zwischen %ﬂ und 27

Argumentieren und Beweisen

5.10. Verstehen und Explorieren von mathematischen Behauptungen
und Satzen (was wird ausgesagt, fiir welche Klasse von
mathematischen Objekten gilt dies bzw. gilt dies nicht
aufgrund der Voraussetzungen)

a) Esist z.B. e < 3 <4 und 3% = 81 > 64 = 43.

b) Dae < 8 <9, gilt nach der Behauptung 8% > 98.
Mit z = 98 und y = 8 gilt e < # < y und damit (82)%) < (98)®").

c) Esgilt z.B. 1 <2und 12 = 1 < 2 = 2!, die Behauptung stimmt dann also im Allgemeinen
nicht mehr.

5.11. Verstehen und Priifen von mathematischen Beweisen

a) Zwischen Zeile (3) und (4) wird keine Aquivalenzumformung vorgenommen. Die Lésung 2 = 0
geht in diesem Schritt beim ,, Teilen durch x* verloren.

b) (i) m und m+ 1 sind zwei aufeinanderfolgende Zahlen. Daher muss eine der beiden Zahlen
gerade sein. Diese ist durch 2 teilbar.

(ii) Die Voraussetzung, dass n ungerade ist, wird zum ersten Mal im zweiten Satz verwendet.
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5.12. Erkennen von Zusammenhangen und Strukturen in gegebenen
mathematischen Situationen (z. B. einfache
Schlussfolgerungen oder Aquivalenzen)

a) Die Lange der Dreiecksseite verdndert sich mit der GroBe des Winkels. Je groBer der Winkel
desto langer die Dreiecksseite (solange der Winkel nicht grofer als 180° wird).

b) Der Zusammenhang wird durch den Kosinussatz beschrieben:

c=1/a?+ b% — 2ab - cos(7).

Veréndert sich die Groie des Winkels «, so verdndert sich geméafl dieser Formel die gegen-
iiberliegende Dreiecksseite c.
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5.13. Entwickeln und Formulieren mathematischer Vermutungen und
unterstiitzender Plausibilitatsargumente

a)

a—1 1 a-1 (2 a
< <
a+1 a a+1
Die beiden Ungleichungen (1) und (2) werden getrennt betrachtet.
Begriindungen:
anschaulich formal-mathematisch

(1)

Zwei gleich grofie Torten werden in a bzw. a+

1 gleich grofie Stiicke geteilt. Die Stiicke der a<a+l |- (a=1)
zweiten Torte sind also kleiner. Nimmt man | < a-(a—1)<(a+1)-(a—1) |:a
von jeder Torte a — 1 Stiicke, so erhélt man 1 . %= 1 ) 1
dort weniger Torte, wo die kleineren Stiicke | = (a—1) <(a+1)- Ta [ (a+1)
sind. Dies ist bei der Torte, die in a+ 1 Stiicke a—1 a-—1
. <
geteilt wurde, der Fall. a+1 a
(2) Voriiberlegung:
—1 1 1
po-toe 11
a a a a
1) a a+l-1 a+1 1
a+1 ) a+1 a+1 a+1
—1-
a+1
Mit der Voriiberlegung kann das Problem ge-
sehen werden als: 1 1
Von zwei gleich grolen Torten wird je ein Stiick -> |- (=1)
. a a+1
weggenommen. Es bleibt mehr von der Torte 1 1
iibrig, wenn ein kleineres Stiick weggenommen A a < = PR} |+1
wird. 1 1 )
< 1——-<1——— [|Voriiberlegung
a a+1
a—1 a
=
a a-+1

b) Bei den nachfolgenden Graphen handelt es sich um Beispiele, welche die in b) gegebene

Gleichung erfiillen.

foY

/ g




5. Mathematische Arbeitstatigkeiten 131

[a b\
5.14. Entwickeln und Formulieren mathematischer Beweise zu einer

gegebenen Behauptung

a) Beispiel 1:
Die gewahlte Zahl sei 12. Die Quersumme von 12 ist 3. Dann gilt:

12421 =33
und
33:3=11
Beispiel 2:
Die gewéhlte Zahl sei 73. Die Quersumme von 73 ist 10. Dann gilt:
73+ 37=110
und
110:10 =11

b) Eine beliebige zweistellige Zahl Mit Zehnerziffer x und Einerziffer y hat den Wert
10z +y, ze{l,...,9},ye{0,...,9}.
Vertauschen wir die Ziffern, erhalten wir 10y + x. Addieren der beiden Zahlen liefert
10z +y) + (10y + z) = 11(z + y).
Die Quersumme von der Ausgangszahl ist x + y. Teilen wir das vorige Ergebnis durch sie,

kommt als finales Resultat immer 11 heraus.

Kontrollstrategien

5.15. Uberschlagsrechnungen

a) Es passen mindestens 3-8 -5 = 120 Kugeln in die Kiste.

b) (i) zB.107%-4-13 =10"* .52 = 0,0052
(ii) z.B. 17000 -5 = 85000

c¢) z.B. 37500 = 22500 und 3,5 - 8000 = 28000, also z. B. das Intervall [22500;28000]
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5.16. GroBenordnungen abschatzen

0<4738 <2733 <273 0524 <025<1<4<0,52%<8

5.17. Plausibilitatsiiberlegungen bei Argumentationen

a)

b)

Entstehen kénnen Quadrat, Raute, Drachen, Trapez und allgemeines Viereck.
(Anmerkung: Nicht entstehen kénnen zum Beispiel Parallelogramme, die keine Raute sind.)
Skizzen:

2
N

Liegt ein Rechteck vor, so miissen die Tangenten jeweils einen rechten Winkel bilden. Die
Kantenléngen des entstehenden Vierecks sind dann jeweils genau der Kreisdurchmesser. Also
sind alle Seiten gleich lang. Somit muss jedes solche Rechteck ein Quadrat sein.

5.18. Fehler systematisch eingrenzen, identifizieren bzw. grob

2)

abschatzen

Das Maximum einer Funktion ist eine Extremstelle. Die Schiilerin hat daher versucht, mit-
hilfe der ersten und zweiten Ableitung mogliche Extremstellen zu identifizieren. Sie vergisst
dabei offenbar einerseits, zu tiberpriifen, ob f”(5) < 0 gilt, und andererseits, die Funktion f
auch in den Randpunkten des Intervalls [0; 10] auf Extremstellen zu untersuchen.

Der Schiiler betrachtet hingegen die linke Intervallgrenze und stellt fest, dass diese ein mog-
liches Maximum ist. Da der Funktionswert f(0) groBer als f(5) ist, liegt an der Stelle 5 kein
Maximum vor. Allerdings vergisst auch dieser Schiiler, die rechte Intervallgrenze zu tiberprii-
fen. Moglicherweise liegt das Maximum der Funktion f dort.

Anmerkung: In obiger Ausfithrung wird davon ausgegangen, dass die Schiilerin sich nicht
verrechnet hat und kein weiteres = im Intervall [0;10] mit f'(z) = 0 existiert. Dies wéren
weitere Fehlerquellen.

Der arithmetische Mittelwert ist offenbar zu grof3, da dieser grofier als der hochste Messwert
ist. Mogliche Fehlerquellen sind z. B.

e vertippt im Taschenrechner,

e durch eine falsche Anzahl von Werten dividiert,

e eine Zahl doppelt eingetippt.
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Mathematisches Kommunizieren

5.19. Schriftliche mathematische Formulierungen (mit Fachsprache
und Fachsymbolik) sprachlich verstehen

Variante A: Das Produkt zweier reeller Zahlen ist genau dann 0, wenn mindestens einer der
beiden Faktoren 0 ist.

Variante B: Wenn das Produkt zweier reeller Zahlen 0 ist, so ist mindestens ein Faktor gleich 0.
Ist umgekehrt eine der beiden reellen Zahlen gleich 0, so ist das Produkt dieser Zahlen gleich 0.

5.20. Mathematik in praziser mathematischer Notation unter Einsatz
der Fachsprache und Fachsymbolik schriftlich darstellen

a) (i) A={3,6,9, 12, ..., 30}
(i) AN B = {15, 30}
b) (i) Furalle x € R gilt f(z) < f(2).
(i) f(0) =
(iii) f(1) =0 und f( )=
(iv) f(7) = g(7) und f'(7 )29’(7)
c) (i) d(P,Q)=d(Q,P)
(if) d(P,Q) < d(P,R) +d(R,Q)

(ili) d(P,Q) =0 P=Q
Anmerkung: Alternativ konnen Sie statt d(P, Q) auch \P—Q)\ schreiben.

5.21. Lernforderliche und prazise Fragen stellen

Prézise lernforderliche Fragen zeichnen sich dadurch aus, dass deutlich wird, was genau nicht
verstanden wurde. Wenn moglich, sollten sie auch noch enthalten, wie man {iber das Problem
nachgedacht hat. Dies erméglicht der Lehrkraft dann, moglichst genaue Hilfen zu geben.
a) Mogliche Fragen sind z. B.

(i) Was bedeutet der Querstrich iiber der 97

(ii) Warum gilt 0,9 = 1, wenn eine Dezimalzahl mit einer 0 vor dem Komma doch immer
kleiner als 1 sein muss?

(iii) Warum gilt 0,9 = 17 Egal, wie viele Neunen hinter dem Komma stehen, es ist immer
noch ein klein bisschen Platz zur Eins.
b) Mogliche Fragen sind z. B.
(i) Was bedeutet ,lim“?
(ii) Was bedeutet ,h — 0“7

(iii) Wenn h praktisch 0 ist, dann ist der Bruch nicht definiert, da man durch 0 nicht teilen
darf. Wieso kann man das trotzdem so rechnen?

(iv) Wenn h gegen 0 geht, dann steht da am Ende doch % und das ist entweder 1 oder nicht
definiert. Wieso kann da etwas anderes herauskommen?
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5.22. Mathematische Sachverhalte miindlich erklaren

a) Wahrscheinlichkeiten sind theoretische Grofien, relative Héaufigkeiten ergeben sich dagegen
aus den Ergebnissen eines Zufallsexperiments. Fiihrt man sehr viele Wiederholungen durch,
so ndhert sich die relative Haufigkeit der theoretischen Wahrscheinlichkeit an.

b) (i) Die Ableitung f’ in einem Punkt x gibt die Steigung der Tangente an dem Graphen von
f im Punkt x an. Hat f an einer Stelle ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum,
dann ist die Steigung der Tangente an dem Graphen von f an dieser Stelle 0.

(ii) Bei Sattelpunkten gilt ebenfalls f'(z) = 0. Es muss daher zusétzlich die hinreichende
Bedingung fiir Extremstellen iiberpriift werden.

(iii) Die Punkte (a| f(a)) oder (b| f(b)) konnten ebenfalls Extrempunkte sein. Die Rand-
werte sind also auch mogliche Extremstellen.

(iv) Notwendiges Kriterium:
Sei f eine Funktion und an der Stelle g zweimal differenzierbar. Wenn f bei 2 einen
Wendepunkt hat, dann gilt f”(z¢) = 0.
Hinreichendes Kriterium:
Sei f in einer Umgebung von z zweimal differenzierbar. Gilt f”(z¢) = 0 und f"'(x) # 0,
so hat die Funktion f an der Stelle zy einen Wendepunkt.

5.23. Zielgerichtet mit Lehrenden oder Studierenden iiber
Mathematik diskutieren

Diese Lernvoraussetzung ist nicht durch eine Aufgabe zur Einzelbearbeitung abpriifbar, wird
aber fiir ein MINT-Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt. Zur Ubung empfehlen wir Th-
nen, Ihre Losungen zu anderen Aufgaben dieses Kataloges mit anderen Personen zu besprechen
und verschiedene Lésungswege zu diskutieren.



5. Mathematische Arbeitstatigkeiten 135

Mathematisches Definieren

5.24. Mathematische Definitionen nachvollziehen (u. a. Beispiele &
Gegenbeispiele angeben; priifen, ob ein Beispiel unter die
Definition fallt oder nicht)

a) Die Funktion erfiillt die Bedingungen nicht. Es gilt
fle+y)=3@x+y)+4=3x+3y+4

und
f(@)+ fly) =3z +4+3y+4=3z+3y+8.

Diese beiden Terme sind stets verschieden.
b) Die Funktion erfiillt die Bedingungen. Es gilt
fle+y)=k-(x+y)=kx+ky=f(z)+ f(y)

und

fla-z)=k-(a-z)=a-(kx) =a- f(x).
¢) Die Funktion erfiillt die Bedingungen nicht. Es gilt im Allgemeinen
flaty)=e"" =e"-e' £e" +e¥ = f(z) + f(y).
d) Die Funktion erfiillt die Bedingungen nicht. Es gilt
flx+y) = (x+y)* = 2% + 2zy + ¢

und
f@)+ fly) = 2" + 4.

Diese beiden Terme sind im Allgemeinen nicht gleich.

Anmerkung: Die zweite Bedingung muss nicht mehr iiberpriift werden, sofern die erste schon
nicht erfiillt ist.

5.25. Mathematische Begriffe anhand ihrer Definition erklaren

1. Losung: Die Definition der linearen Abhéngigkeit ist wie folgt:
Drei Vektoren @, ¥, @ sind linear abhéngig, wenn r, s,t € R existieren mit r- @+ s- 0+t - @ = 0.
Die Vektoren sind damit komplanar und liegen in einer Ebene.

2. Losung: Drei Vektoren #, ¥, w sind linear abhéngig, wenn 7, s € R existieren mit r-u+s-0v = W@
oderr-d+s-Ww=voderr-w-+s-0U=1u.
Mindestens einer der Vektoren lasst sich somit als Linearkombination der anderen darstellen.
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5.26. Mathematische Definitionen bekannter Begriffe nutzen und
angemessen formulieren

a) Bine ganzrationale Funktion 5. Grades ist z. B. f(z) = 22° — 32% + 5.
b) Der Grad der Funktion ist 4.

c) f(x) = apz™ + ... + a1x + ap mit a, # 0 ist eine ganzrationale Funktion vom Grad n.
(Anmerkung: Es gilt ag, ..., a, € R.)

d) Ein gleichschenkliges Dreieck ist ein Dreieck, bei welchem mindestens zwei Seiten gleich lang
sind.

e) Die Ableitung einer Funktion f an der Stelle a wird mit Hilfe des Differentialquotienten

definiert als

5.27. Eigene Definitionen zu (einfachen) selbst abgeleiteten
mathematischen Begriffen entwickeln

Diese Lernvoraussetzung ist nicht in den Fachanforderungen Mathematik (erhoéhtes Anforde-
rungsniveau) des Landes Schleswig-Holstein abgebildet und wird daher nicht fiir ein MINT-
Studium in Schleswig-Holstein vorausgesetzt.

Mathematisches Problemlosen

5.28. Gegebene mathematische Probleme verstehen und prazise
wiedergeben

Fir Verwunderung kann folgender Umstand sorgen: Es gilt sowohl qlsin%) sin(¢) = 0 als auch
—

(}Sin% ¢ = 0. Der Quotient 0 durch 0 ist aber nicht definiert. Wie kann es sein, dass der Limes
_)

lim sin(¢)
¢—0
unendlich?

Hintergrundinformation (nicht Teil der erwarteten Losung):

Der naive Ansatz

dennoch definiert ist? Und wieso kommt 1 als Ergebnis heraus und nicht 0 oder

. lim sin(¢)
iy SI(®) L 90

0§ lim ¢

ist mathematisch nicht korrekt. Damit besteht das vermeintliche Problem des ,,durch Null Tei-
lens“ gar nicht.
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5.29. Gegebene Losungen zu mathematischen Problemen verstehen

a) Die Losung des Problems lautet: n(22" —1) ist fiir alle geraden, aber keine anderen natiirlichen
Zahlen n durch 6 teilbar.
b) Wichtige mathematische Mittel bzw. Argumente sind z. B. folgende:
e Fallunterscheidung gerade/ungerade

e Eine Zahl ist genau dann durch 6 teilbar, wenn sie sowohl durch 2 als auch durch 3
teilbar ist.

e Verwendung der dritten binomischen Formel
e Unter drei aufeinanderfolgenden Zahlen gibt es eine durch 3 teilbare.

e Potenzen von 2 sind nicht durch 3 teilbar.

5.30. Allgemeine heuristische Prinzipien sicher und fliissig verwenden
(Skizze anfertigen, systematisch probieren, in Teilprobleme
zerlegen, Symmetrien verwenden, Invarianten finden)

Das Problem kann mit Hilfe verschiedener heuristischer Prinzipien gelost werden. Ein beispiel-

hafter Losungsprozess, der besonders viele dieser Prinzipien abbildet, findet sich in Aufgabe
5.31.
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5.31. Aus gegebenen Losungen zu mathematischen Problemen

Losungsstrategien erarbeiten

Aufgabe:

Eine ungerade Anzahl von Kindern spielt Bockspringen. Es springt immer das hinterste Kind
iiber die anderen, bis es ganz vorne steht. Wie viele Spriinge sind notwendig, bis das Kind,
das zuerst in der Mitte stand, ganz vorne steht? Erldutern Sie, wie Sie vorgegangen sind.

Dazu habe ich mir eine Skizze gemacht.

R

<

T

¢ o R
LN
e
& % X
N Anna Bert
Die Frage ist, wann Bert vorne steht. Anna springt zweimal. Dann
springt Bert zweimal. Dann steht er vorne. Hier sind es also 4
Spriinge.
Ich habe vermutet, es gilt immer 2 - (Anzahl Kinder—1).

Dann habe ich mir die Situation mit 5 Kindern vorge-
stellt. Ich bin dabei auf 12 Spriinge gekommen. Das ist aber nicht
2-(5—1), also war meine Vermutung falsch.

Bei 7 Kindern habe ich mir iiberlegt, dass man immer iiber die
anderen 6 vor sich springen muss, wenn man dran ist.

Ich wusste also, ich muss mir nur noch iiberlegen, wie viele
Kinder sich bewegen miissen. Das sind bei 7 Kindern genau 4
Kinder.

Da wurde mir klar, dass es genau (Anzahl Kinder hinter
dem Mittelkind+1) Kinder sind, die springen miissen.

Uber die Anzahl der Kinder hinter dem Mittelkind musste ich noch
kurz nachdenken, aber das ist wie beim gerechten Teilen
von Gummibirchen auf zwei Kinder, dann muss man eines
wegnehmen, dann geht es. Also (Anzahl der Kinder—1) : 2.

Das habe ich dann noch allgemein aufgeschrieben. Statt An-
zahl der Kinder habe ich A geschrieben. Meine Losung lautet also:
(A-1):2)+1)-(A-1).

Losungsweg: Losungsstrategie:
Ich habe mir zuerst iiberlegt, wie die Situation bei drei Kin- | Beispiele betrachten,
dern aussieht. Vereinfachen

Skizze anfertigen

Vermutung formulieren

Vermutung priifen, Bei-
spiele betrachten

Zerlegung in Teilproble-
me

Vermutung formulieren

Analogien suchen

Erkenntnisse systemati-
sieren

Weiterfithrende Literatur zum Problemlosen:

http://wuw.sinus-transfer.de/fileadmin/MaterialienIPN/Bruder.pdf

ben.

Quelle Abbildung: Die Abbildung wurde von Helmut Mallas erstellt und zum Abdruck freigege-
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5.32. Rolle allgemeiner Problemlosestrategien bei ihrer Verwendung
explizit erlautern

Die Aufgabe kann auf verschiedenen Wegen gelost werden. Denkbar wéren beispielsweise:

e basteln und ausmessen
heuristisches Prinzip: unsystematisches Probieren
Rolle: Verstehen der Aufgabenstellung, Gewinnen von Zahlenwerten, vorlaufiges Verstand-
nis der Abhéngigkeiten

e das Anfertigen einer Skizze,
heuristisches Prinzip: Skizze, ggf. Einzeichnen von Lingenmafien
Rolle: Verstehen der Aufgabenstellung, Gewinnen von Zahlenwerten, Identifikation rele-
vanter Variablen und ggf. deren Abhéngigkeiten voneinander

e das Anfertigen einer Tabelle, in welcher die Volumenformel mit unterschiedlichen Héhen
ausprobiert wird.
heuristisches Prinzip: systematisches Probieren
Rolle: Anndherung an das Extremum durch Intervallschachtelung

Sei x die Distanz in cm von der Kante des Papiers bis zur Knickkante, also die Hohe des
offenen Quaders. Dann gilt:

T Volumen
3

Ocm 0Ocm
1,5cm | 720,9 cm?
3cm | 1066,5 cm?
45cm | 1117,8 cm?
6cm | 955,8cm?
7,5c¢cm | 661,5cm?
9cm 315,9 cm?
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5.33. Notwendigkeit von Fallunterscheidungen erkennen und
Fallunterscheidungen vornehmen

a) Es ist eine Fallunterscheidung (2 Fille) naheliegend: 2z — 3 > 0 oder 22 — 3 < 0.
Die Losungen der Gleichung sind 1 = —2,5 und z2 = 5,5.

Moglich ist hier auch eine Losung ohne Fallunterscheidung, némlich:

20 -3]=8 & (22-3)%=64 < 42 —-120+9=064
& r=-25o0derz =55

b) Es ist eine Fallunterscheidung (2 Félle) notwendig: 3z — 6 < 0 oder 3z — 6 > 0.
Losungen der Ungleichung liefern alle x mit 1 < x < 4.

c¢) Es ist eine Fallunterscheidung (3 Falle) notwendig: x = 1 (fiir = 1 ist der linke Term nicht
definiert) oder z — 1 < 0 oder z — 1 > 0.
Losungen der Ungleichung liefern alle x mit > 3 oder = < 1.

d) Es ist keine Fallunterscheidung notwendig, die Ungleichung lasst sich zu z > —2 umformen.

5.34. Probleme mit mindestens drei Losungsschritten 16sen

Siehe 5.35

5.35. Komplexe Probleme in einfache dquivalente Teilprobleme
zerlegen

Zunéchst die Analyse: Die Figur ist punktsymmetrisch zu M, daher sind nur zwei Umféange zu

priiffen. Der Umfang der blauen und des tiirkisen Fldche sind zum Teil identisch. Es ist daher

nur zu priifen, ob die zwei Halbkreise vom Radius § (blau eingezeichnet) den gleichen Umfang

wie der Halbkreis mit dem Radius r (rot eingezeichnet) haben.

Es gilt:

UgroB:2~7r-T’:4'7T‘g:2-(2'71"2):2'Uklein
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Mathematisches Modellieren

5.36. Beschreibung auBermathematischer Situationen mithilfe
mathematischer Werkzeuge

Dass die Geschwindigkeit gleichméfiig abnimmt, deutet darauf hin, dass die gesuchte Funktion
eine Gerade beschreibt. Um eine Gerade eindeutig in ein Koordinatensystem zeichnen zu kénnen,
benétigen wir zwei Punkte, die auf der besagten Geraden liegen. Zum einen ist dies der Punkt A
(0]20), da wir wissen, dass die Geschwindigkeit des Autos zu Beginn der Beobachtung 20 ms™!
betrégt. Zum anderen ist es der Punkt B (10|0), da wir wissen, dass das Auto nach 10s die
Geschwindigkeit 0 ms™! besitzt.

Sei nun die gesuchte Gerade gegeben durch f(z) = mx + b mit m,b € R. Dann kénnen wir m
und b mit Hilfe der Punkte A und B bestimmen. Es gilt namlich

0-20
10—-0

-2

m =
und damit auch
20=—-2-0+b=0b=20.

Also beschreibt f(z) = —2z 4+ 20 (oder der zugehorige Graph, siehe Aufgabenlosung 5.37) die
Geschwindigkeit als Funktion der Zeit.

5.37. Losung auBermathematischer Problemsituationen mithilfe
mathematischer Werkzeuge

Die Funktionsgleichung der Geraden v lautet: v(x) = —2x + 20.
Die zuriickgelegte Strecke ergibt sich aus der Flache unter dem Graphen. Es gilt

10 10 0
s = / v(z) dz = / (—2z + 20) dz = [—xQ + 2030}
0 0

= —10?% + 200 = 100.

1
0

Alternativ lasst sich die Flache unter dem Graphen auch tiber die Flacheninhaltsformel fir
Dreiecke berechnen:

1
525-10-20:100

Somit legt das Auto in den 10s bis zum Stillstand 100 m zuriick.

b) Es wird die Integration (genauer: der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) als
mathematisches Verfahren genutzt.
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5.38. Kontrolle von Ergebnissen einer mathematischen Modellierung
im Hinblick auf Stimmigkeit in Realsituationen

Kim hat mit einem linearen Modell gerechnet. Das Ergebnis basiert auf einer nicht situations-
gerechten Modellierung. Kim hat angenommen, dass sich die Messwerte ab 6 linear entwickeln
und hat mit Hilfe des Wertes um 14 Uhr (48°C in 8h) einen Wert fir 22 Uhr (+8°C in 8h)
bestimmt. Die Temperatur von 28°C fiir 22 Uhr nachts ist — vor allem gemessen an den mor-
gendlichen Temperaturen von 12°C — nicht stimmig. Da die Lufttemperatur nicht gleichméafig
iiber den Tag bis in die Nacht immer weiter steigen wird, ist die gewéhlte lineare Modellierung
der Sachsituation nicht passend.

Anmerkung: Auch richtig ist eine kiirzere Antwort der Form: ,, Kim berticksichtigt nicht, dass
es abends wieder kiihler ist, seine Modellierung ist also nicht situationsgerecht.”

5.39. Bewerten verschiedener mathematischer Modelle derselben
Realsituation

Die Sinusfunktion eignet sich deutlich besser als eine lineare Funktion zur Modellierung dieser

Realsituation, da mit ihr das Steigen der Temperatur am Morgen, ein Héhepunkt gegen Mittag

und das Abfallen gegen Abend besser dargestellt werden konnen. Auflerdem kénnte man mithilfe

der Sinusfunktion aufgrund ihrer Periodizitdt auch den Verlauf der Lufttemperatur iiber mehrere
Tage besser darstellen als mit einer linearen Funktion.

Anmerkung: Fiir die genaue Bestimmung einer passenden Sinusfunktion sind zusétzliche An-
nahmen, beispielsweise zum Temperaturmaximum, zu treffen.

5.40. Erkennen des genuin mathematischen Beitrags beim Ldsen
auBBermathematischer Probleme mithilfe mathematischer
Werkzeuge

Mithilfe des Binomialkoeffizienten ( Z kann man ermitteln, auf wie viele Arten k& Elemente

aus einer n-elementigen Menge ausgewahlt werden kénnen. Die Auswahl erfolgt dabei ohne
Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge:
Mogliche Fragestellungen:

e Geben Sie die Wahrscheinlichkeit fiir ,sechs Richtige* bei der Lotterie 6 aus 49 an.
Losung: ——

5 49
6

e Wie viele unterschiedliche Stichproben mit einem Umfang von 20 Stiick kann man aus
einer Warenlieferung von 100 Stiick entnehmen?

100
Losung: ( 50 )
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5.41. Reflektieren des Nutzens und der Grenzen mathematischer
Modellierungen fiir reale Problemsituationen

Bei ldngeren Flugstrecken spielt die Kriimmung der Erde eine immer gréflere Rolle.

Der Satz iiber die Innenwinkelsumme eines Dreiecks ABC setzt voraus, dass dieses Dreieck in-
klusive seiner Seiten in einer Ebene liegt.

Wie das folgende Beispiel illustriert, kann man Dreiecke auf Kugeln betrachten, deren Innen-
winkelsumme ungleich 180° ist. Im Beispiel hat das Dreieck eine Innenwinkelsumme von 270°.

Anmerkung: Dreiecke auf Kugeln sind nicht im Schulunterricht enthalten. Es ist hier ein Trans-
fer zu leisten. Um sich mit dem zugrunde liegenden Problem vertrauter zu machen, empfehlen
wir Thnen eine Recherche zur sphdrischen Geometrie.

Recherche

5.42. Mathematische Informationen in Nachschlagewerken, dem
Internet oder anderen Ressourcen recherchieren (inkl.
kritischer Einschatzung der Quellen)

In der Definition der Potenz wurde a® = 1 fiir alle a gesetzt, also ist insbesondere
0° = 1.

Da 0% fiir alle positiven z den Wert 0 hat, wire auch der Wert 0 denkbar. Wie die Festlegung,
dass 1 keine Primzahl ist, ist die Festlegung des Wertes von 0° ebenfalls keine Frage von wahr
oder falsch, sondern von zweckméflig oder unzweckmafig.

Quelle: https://mathepedia.de/Null _hoch_Null.html
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